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CAṔITULO 1

Matrices

1.1. Introducción

En el presente caṕıtulo, definiremos arreglos rectangulares, los cuales llamaremos MA-
TRICES y al conjunto de arreglos rectangulares del mismo tamaño lo dotaremos de una
estructura algebraica con la cual podremos hacer varias operaciones simultáneamente.
Nuestro estudio de las matrices tiene, en principio, el objetivo de estudiar sistemas de
ecuaciones lineales, las cuales reduciremos al estudio de ecuaciones del tipo A ·X = B en
donde A,X, B son matrices.

Por consiguiente consideraremos que los elementos de las matrices están en el campo
K el cual en general se puede suponer que son los números reales o complejos. Esta
consideración obedece a lograr la mayor generalidad posible sin un esfuerzo adicional.
Pues los elementos de Rn o Cn se representarán convenientemente por “vectores fila”, o
“vectores columna”que son casos particulares de matrices.

1.2. Matrices.

1.2.1. Definición

Una matriz sobre un cuerpo K de tamaño m×n (o simplemente una matriz de tamaño
m× n si K viene dada impĺıcitamente), es un arreglo rectangular dispuesto en m filas y
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1.2. MATRICES. 3

n columnas, es decir: 


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . .
am1 am2 · · · am n


 (1.1)

Donde los aij ∈ K, para i = 1, 2, 3, · · ·m y j = 1, 2, 3, · · ·n, son elementos de la matriz
(1.1) llamado entrada ij o componente ij, que aparece en la fila i−ésima y en la columna
j−ésima.

La matriz (1.1), se denota también por (aij) para i = 1, 2, 3, · · ·m y j = 1, 2, 3, · · ·n,
o simplemente por (aij) cuando el tamaño de la matriz es sobrentendida.

Las m n−plas horizontales son las filas de la matriz (1.1).

ie. (a11, a12, · · ·1n), (a21, a22, · · · a2n), · · · , (am1, am2, · · · amn)

De donde la i−ésima fila de la matriz (1.1) es:

Fi = (ai1, ai2, · · · , a1n) para cada i = 1, · · ·m

Las n m−plas verticales son las columnas de la matiz (1.1).

ie.




a11

a21
...

am1


 ,




a12

a22
...

am2


 , · · · ,




a1n

a2n
...

amn




De donde la j−ésima columna de la matriz (1.1) es:

Cj =




a1j

a2j
...

amj


 para j = 1, 2, · · · , n

Una matriz con m filas y n columnas se denomina matriz m por n, o matriz m× n.

Las matrices se denominarán usualmente por las letras mayúsculas A,B, ... y los ele-
mentos del cuerpo K por minúsculas a, b, ...

Ejemplo.
La siguiente es una matriz 2× 3:

(
1 −2 3
0 4 −6

)
.
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1.2. MATRICES. 4

Donde, sus filas son:

F1 = (1,−2, 3) y F2 = (0, 4,−6)

Que también se denota simplemente por:

(1,−2, 3) y (0, 4,−6)

Y sus columnas son:

C1 =

(
1
0

)
, C2 =

(−2
4

)
y C3 =

(
3
−6

)

Que se denota simplemente por:
(

1
0

)
,

(−2
4

)
y

(
3
−6

)

Ahora la siguiente pregunta es ¿Cuando dos matrices serán iguales?

Entonces dos matrices A y B son iguales (A = B) si tienen la misma forma y sus
elementos correspondientes coinciden.

ie. Si A =




a11 a22 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . .

am1 am2 · · · amn


 y B =




b11 b12 · · · b1q

b21 b22 · · · b2q

. . .

bp1 bp2 · · · bpq




Entonces, A = B ⇔




(m = p, n = q)
∧
aij = bij para cada i yj

Aśı la igualdad de dos matrices m × n equivale a un sistema de mn igualdades, una
por cada par de componentes.

Ejemplo
La aserción:

(
x + y 2z + w
x− y z − w

)
=

(
3 5
1 4

)

es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones




x + z = 3
x− y = 1
2z + w = 5
z − w = 4
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1.2. MATRICES. 5

La solución del sistema es x = 2, y = 1, z = 3, w = −1

Nota: Para referirse a una matriz con una sola fila se utiliza también la expresión
vector fila; y para referirse a una con una columna, la expresión vector columna. En
particular, un elemento del cuerpo K puede verse como una matriz 1× 1.

En general si A es una matriz de m× n con elementos en el campo K, escribiremos:

A ∈ Mm×n(K)

1.2.2. Diagonal y Traza

Sea A = (aij) una matriz n−cuadrada. La diagonal (o diagonal principal) de A
consiste en los elementos a11, a22, · · · , ann, que lo denotaremos por:

diag(A) = (a11, a22, · · · , ann)

La traza de A, denotado por tr(A), es la suma de los elementos diagonales, es decir:

tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann =
n∑

i=1

aii

Una matriz A con n renglones (filas) y n columnas se denomina matriz cuadrada
de orden n y se dice que los elementos a11, a22, · · · , ann están en la diagonal principal,
que la denotaremos por:

diag(A) = (a11, a22, · · · , ann)

Ejemplo.

La matriz A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9




es una matriz de orden 3 (es cuadrada), y podemos escribirla como

A ∈ M3×3(R) o A ∈ M3(R)

además diag(A) = (1, 5, 9) y tr(A) = 1 + 5 + 9 = 15

Ejemplo.
Sea A = (aij) tal que:

aij = (i− 2j)2; i = 1, 2, 3, 4 y j = 1, 2, 3

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



1.3. OPERACIONES CON MATRICES. 6

De donde A es una matriz de tamaño 4× 3 (o simplemente A4×3)

Es decir: A =




1 9 25
0 4 16
1 1 9
4 0 4




1.2.3. Matriz Nula y Matriz Identidad

La matriz nula 0m×n ∈ Mm×n(K) es la matriz definida

0ij = 0

Por ejemplo, la matriz nula de M2×3(R) es

02×3 =

(
0 0 0
0 0 0

)

Cuando no haya confusión escribiremos 0m×n = 0

La matriz identidad “In ∈ Mn(K)”, es la matriz definida por:

Iij =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

Cuando no haya confusión escribiremos In = I
Por ejemplo, la matriz identidad de orden 4, es:

I4 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 o I =




1
1

1
1




ie. diag(I) = (1, 1, 1, 1) y los demás son ceros.

1.3. Operaciones con Matrices.

1.3.1. Suma de Matrices

Definición. Sea A,B ∈ Mm×n(K), entonces la suma de A con B es la matriz A+B ∈
Mm×n(K) que se define por:

[a + b]ij = aij + bij (1.2)

Para cada valor de i, j
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1.3. OPERACIONES CON MATRICES. 7

Observación.

La suma (1.2) es la suma del campo K.

Es importante notar que el tamaño de las matrices A y B deben de ser del mismo
tamaño para poder realizar la suma.

Ejemplo.
Considere las siguientes matrices:

A =




2 1 0 3
−1 0 2 4
4 −2 7 0


, B =



−4 3 5 1
2 2 0 −1
3 2 −4 5


 y C =

(
1 1
2 2

)

Entonces A + B =



−2 4 5 4
1 2 2 3
7 0 3 5


 Pero A + C y B + C no están definidas.

1.3.2. Producto de Matrices

Producto de un escalar por una Matriz

Definición. Sea A ∈ Mm×n(K) y sea α ∈ K. Definimos el producto de la matriz A
por el escalar α como la matriz αA ∈ Mm×n(K) dada por:

[αa]ij = α · aij

es decir:

αA =




αa11 αa12 · · · αa1n

αa21 αa22 · · · αa2n
...

αam1 αam2 · · · αamn




donde:

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

am1 am2 · · · amn



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1.3. OPERACIONES CON MATRICES. 8

Ejemplo.

Si A =




4 2
1 3
−1 0




Entonces: 2A =




8 4
2 6
−2 0


 y (−1)A =



−4 −2
−1 −3
1 0




Observación. Si B es una matriz cualquiera, entonces −B denota el producto
(−1)B.

Si A y B son dos matrices del mismo tamaño, entonces A−B se define como la suma
A + (−B) = A + (−1)B.

Ejemplo.

Sea A =

(
2 3 4
1 2 1

)
y B =

(
0 2 7
1 −3 5

)

Entonces A−B =

(
2 1 −3
0 5 −4

)

Ejemplo.

Sea A =




1 0 5
2 0 1
−1 1 −1


 Hallar A− λI.

Solución.

A− λI =




1 0 5
2 0 1
−1 1 −1


− λ




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =




1 0 5
2 0 1
−1 1 −1


−




λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ




=




1− λ 0 5
2 −λ 1
−1 1 −1− λ




Producto de dos Matrices

Definición. Sea A ∈ Mm×p(K) y B ∈ Mp×n(K). La matriz producto de A por B
es la matriz AB ∈ Mm×n(K) definido por:

[ab]ij =

p∑

k=1

aik · bkj (1.3)

Observación.
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1.3. OPERACIONES CON MATRICES. 9

Para que el producto de una matriz esté bien definido, el número de columnas de A
debe de ser igual al número de filas de la matriz B.

ie. Am×p ·Bp×n = [AB]m×n

Para obtener el elemento [ab]ij se multiplica las coordenadas de la i-ésima fila de A
y la j-ésima columna de B término a término y luego se suma.

ie. [ab]ij = (ai1, ai2, · · · , aip)




b1j

b2j
...

bpj


 = ai1 · b1j + ai2 · b2j + · · ·+ aip · bpj

Ejemplo.
Vamos a calcular el producto de las matrices:

A =

(
1 2 −1 0

−1 −2 0 2

)

2×4

, B =




1 2 1
−1 −2 0

3 −2 −1
2 3 −2




4×3

El producto esta bien definido pues el número de columnas de A es 4, que es igual al
número de filas de B (de acuerdo a la definición (1.3) en nuestro ejemplo p = 4) . Luego
el tamaño de la matriz AB es de 2 × 3. Vamos a calcular algunos elementos de esta
matriz:

[ab]1 1 =
4∑

k=1

a1 k · bk 1 = a1 1b1 1 + a1 2b2 1 + a1 3b3 1 + a1 4b4 1

= (1 · 1) + (2 · (−1)) + ((−1) · 3) + (0 · 2) = −4

[ab]2 3 =
4∑

k=1

a2 k · bk 3 = a2 1b1 3 + a2 2b2 3 + a2 3b3 3 + a2 4b4 3

= ((−1) · 1) + ((−2) · 0) + (0 · (−1)) + (2 · (−2)) = −5.

Aśı podemos ir llenando los elementos de la matriz AB:

AB =

( −4 ¤ ¤
¤ ¤ −5

)
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1.3. OPERACIONES CON MATRICES. 10

Finalmente obtenemos:

AB =

( −4 0 2
5 8 −5

)

Observación.
Si A ∈ Mn(K) usaremos la siguiente notación

An = A · A · . . . · A︸ ︷︷ ︸
n-veces

Propiedades

Sean A,B, C ∈ Mm×n(K) y α, β ∈ K entonces:

1. A + B = B + A, (Conmutatividad).

2. (A + B) + C = A + (B + C), (Asociatividad).

3. Existe una única matriz 0 ∈ Mm×n(K) tal que

A + 0 = A.

4. Existe una única matriz B ∈ Mm×n(K) tal que

A + B = 0

La matriz B se denota por −A.

5. α(βA) = (α β)A, (Asociatividad).

6. (α + β)A = (αA) + (βA), (Distributividad).

7. α(A + B) = αA + αB, (Distributividad).

En las siguientes propiedades, asumimos que están definidas

8. A (BC) = (AB) C, (Asociatividad).

9. A (B + C) = AB + A C.

Demostración.
1. Evidentemente son del mismo tamaño, lo que nos falta probar que es que las coor-

denadas correspondientes sean iguales, es decir:

[a + b]ij = aij + bij = bij + aij = [b + a]ij ∀i, j
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1.3. OPERACIONES CON MATRICES. 11

De donde: A + B = B + A

9. De igual manera, como esta definida, lo quenos falta probar es que sus coordenadas
correspondientes sean iguales, es decir:

[a(b + c)]ij =
p∑

k=1

aik · [b + c]kj =
p∑

k=1

aik · (bkj + ckj) =
p∑

k=1

(aik · bkj + aik · ckj) =

p∑
k=1

aik · bkj +
p∑

k=1

aik · ckj = [ab]ij + [ac]ij = [ab + ac]ij ∀ij

De donde: A (B + C) = A B + AC.

Teorema

Si A ∈ Mm×n(K), entonces:

1. AIn = A

2. ImA = A

1.3.3. Matriz Transpuesta

Definición

Si A ∈ Mm×n(K), entonces la transpuesta de A es la matriz AT ∈ Mn×m(K) definida
por:

[aT ]ij = aji

Es decir:



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

am1 am2 · · · amn




T

m×n

=




a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

a1n a2n · · · amn




n×m

Ejemplo.

Sea A =

(−1 0 2 −1
i 1 −2 −i

)
, entonces AT =




−1 i
0 1
2 −2
−1 −i



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Teorema

Sean A,B ∈ Mm×n(K), entonces:

1. [AT ]T = A

2. (A + B)T = AT + bT

3. (αA)T = αAT , donde α es un escalar.

4. si A ∈ Mm×k y B ∈ Mk×n, entonces (AB)T = BT AT

Demostración. Para la igualdad de matrices, suponemos que se cumple la primera
parte de que ambos son del mismo tamaño. Lo que falta probar es que sus componentes
correspondientes sean iguales.

1. [(aT )T ]ij = (aT )ji = aij

4. [(ab)T ]ij = [ab]ji =
p∑

k=1

ajkbki =
p∑

k=1

(aT )kj(b
T )ik =

p∑
k=1

(bT )ik(a
T )kj = [bT aT ]ij

1.3.4. Matrices Simétricas

Sea A ∈ Mn(K), es simétrica si AT = A.
Es decir aij = aji para cada i, j

Una Matriz A ∈ Mn(K) es antisimétrica si AT = −A.
Es decir aij = −aji.
Claramente, los elementos diagonales de una matriz antisimétrica deben ser nulos, ya

que aii = −aii, lo cual implica aii = 0

Ejemplo.

Consideremos las siguientes matrices:

A =




2 3 −5
3 1 6
−5 6 −1


, B =




0 −1 3
1 0 −4
−3 4 0


 y C =

(
1 0 0
0 0 −1

)

1. Por simple inspección, vemos que los elementos simétricos de A son iguales, o que
AT = A. Siendo aśı, A simétrica.

2. Por inspección, vemos que los elementos diagonales de B son 0 y que los elementos
simétricos son opuestos entre śı. De este modo, B es antisimétrica.

3. Como C no es cuadrada, no es simétrica ni antisimétrica.
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1.3.5. Matrices Ortogonales

Se dice que una matriz A ∈ Mn(K) es ortogonal si AAT = AT A = I.

Observemos que una matriz ortogonal A es necesariamente cuadrada e invertible, con
inversa A−1 = AT

Ejemplo.

Sea A =




1
9

8
9

−4
9

4
9
−4

9
−7

9
8
9

1
9

4
9




Entonces: AAT =




1
9

8
9

−4
9

4
9
−4

9
−7

9
8
9

1
9

4
9







1
9

4
9

−8
9

8
9

−4
9
−1

9

−9
9
−7

9
4
9


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 = I

Esto significa que AT = A−1 y por tanto AT A = I. Aśı A es ortogonal.

1.4. La Matriz Inversa

Dada A ∈ Mn(K) diremos que la matriz B ∈ Mn(K) es la inversa de A si:

AB = BA = In

Observación

Si una matriz tiene inversa, diremos que es inversible o que es una matriz singular.

Ejemplo.

Si A =

(
2 −5
−1 3

)
y B =

(
3 5
1 2

)

Entonces AB = BA = I

Aśı B es la matiz inversa de A ó A es la matriz inversa de B.

Ejemplo.

Dada la matriz

A =

(
1 2
−2 −4

)
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Hallar B tal que AB = I

Solución.

Sea B =

(
a b
c d

)

entonces:

AB =

(
1 2
−2 −4

)(
a b
c d

)
=

(
a + 2c b + 2d
−2a− 4c −2b− 4d

)
=

(
1 0
0 1

)

Entonces, se tiene cuatro ecuaciones, que es:




a + 2c = 1
b + 2d = 0
−2a− 4c = 0
−2b− 4d = 1

Resolviendo, se llega a obtener 0 = 2 que evidentemente es falsa. En consecuencia, el
sistema no tiene solución.

Por consiguiente no existe la matriz B y a la vez A no tiene inversa.

Ejemplo.

La matriz A =




1 −3 0
0 5 0
−1 2 0




No es inversible. ¿Por que?, pues existe una columna nula. Ahora si existiese una
matriz cuadrada, donde alguna fila sea nula, de igual manera no seria inversible.

Teorema.

Sea A ∈ Mn(K) y la matriz inversa de A existe, esta es única.

Demostración.(La demostración será por contradicción)
Como se da la existencia de la inversa de A, lo que nos falta por demostrar es que esta

sea única.

Para ello, supongamos que la inversa de una matriz no es única, entonces existen dos
inversas de A.

Sea B,C ∈ Mn(K) inversas de A, tal que B 6= C.

Entonces:
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AB = BA = I
AC = CA = I

de donde:

B = BIn = B(AC) = (BA)C = InC = C

De donde B = C, lo cual contradice al hecho de suponer que existiesen dos inversas
que estas sean distintas, en consecuencia, concluimos que la inversa de una matriz es
única.

1.4.1. Definición

Dada A ∈ Mn(K) si existe la matriz inversa de A la denotaremos con A−1.

Teorema.

Si A, B ∈ Mn(K) tienen inversa, entonces:

1. (A−1)−1 = A

2. AB también tiene inversa y (AB)−1 = B−1A−1

Demostración.

1. Como la inversa de A existe y a la vez esta es única, entonces este se cumple:

A · A−1 = A−1 · A = I

Luego la matriz A es la inversa de A−1, es decir: A = (A−1)−1

2. Notemos que:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = (AI)A−1 = AA−1 = I

De manera similar se cumple que: (B−1A−1)(AB) = I

De donde: B−1A−1 = (AB)−1

Corolario

Un producto de matrices inversibles es inversible.
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Ejemplo.

Sea la matriz

A =

(
2 3
2 2

)

Hallar la matriz inversa de A si existe.

Solución.

Sea B =

(
a b
c d

)
, la inversa de A.

Entonces:

AB =

(
2 3
2 2

)(
a b
c d

)
=

(
2a + 3c 2b + 3d
2a + 2c 2b + 2d

)
=

(
1 0
0 1

)

Para que estas matrices sean iguales, se tiene que cumplir, que:

2a + 3c = 1
2a + 2c = 0
2b + 3c = 0
3b + 2d = 1

Cuyas soluciones son:

a = −1
b = 3

2

c = 1
d = −1

Cuyos resultados son los mismos para BA = I
De donde la inversa existe y es:

B = A−1 =

(−1 3
2

1 −1

)

Teorema.

Dada la matriz A ∈ M2(K)

A =

(
a b
c d

)

Entonces A tiene inversa si y sólo si ad− bc 6= 0 y la inversa es:
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A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

Demostración.

Sea B =

(
x y
z u

)
queremos determinar bajo que condiciones B puede ser la inversa

de A.

Entonces: AB =

(
ax + bz ay + bu
cx + dz cy + du

)
=

(
1 0
0 1

)

De donde, se tiene:




ax + bz = 1 1©
cx + dz = 0 2©
ay + bu = 0 3©
cy + du = 1 4©

De 1© y 2©, se tiene:

acx + bcz = c
−acx− adz = 0
bcz − adz = c
(ad− bc)z = −c

Entonces, para que tenga sentido,es necesario que ad− bc 6= 0

De donde: z = − c

ad− bc

De manera similar se tiene:

x =
d

ad− bc
, y = − b

ad− bc

z = − c

ad− bc
, u =

a

ad− bc

Las cuales existen y son única. Siempre y cuando ad− bc 6= 0

Ejemplo.

Sea:

A =

(
2 1
1 3

)

Entonces 2 · 3− 1 · 1 = 5 6= 0, entonces la inversa de A existe y esta es:

A−1 =
1

5

(
3 −1
−1 2

)
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Ejemplo.

Sea:

A =

(
1 2
−2 −4

)

Como 1 · (−4) − (−2) · 2 = 0, entonces por el teorema anterior la matriz no tiene
inversa.

1.5. Matriz Escalonada

1.5.1. Definición.

Una matriz A ∈ Mm×n(K), se dice que es una matriz escalonada reducida si:

1. Todas las filas nulas se encuentran por debajo de las filas no nulas.

2. El pivote de la fila i + 1 aparece a la derecha del pivote de la fila i para i =
1, 2, · · · ,m− 1

3. El pivote de cada fila no nula es igual a 1.

4. Si una columna contiene un pivote, entonces todos los demás elementos de la colum-
na son iguales a cero.

Nota.

Si una matriz está en forma escalonada, sus entradas principales no nulas se denomi-
narán entrada pivote o pivote.

Observación.

Una matriz que cumple 1 y 2 de la definición, más no necesariamente 3 y 4, se denomina
matriz escalonada.

Ejemplo.

Sea:

A =




0 1 −3 2
0 0 2 1
0 0 0 0




A es una matriz escalonada, pero no una matriz escalonada reducida.
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Ejemplo.



1 3 −2
0 2 1
0 0 3







2 0 0
0 3 1
0 0 5







0 1 3 0 1
0 0 0 3 1
0 0 0 0 1




Son matrices escalonadas.



1 0 1
0 1 0
0 0 0







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1







0 1 2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




Son matrices escalonadas reducidas.

1.6. Operaciones Elementales

Dada una matriz A, nuestro objetivo es obtener una forma escalonada (reducida) que
sea equivalente a la matriz A.

Para esto identificaremos algunas operaciones elementales entre filas de una matriz.
Sea la matriz

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · · ...
am1 am2 · · · amn




denotaremos con Fi la i-ésima fila de A.
Luego si A tiene m filas, entonces denotaremos con:

A =




F1

F2
...

Fm




Aśı por ejemplo si

A =




1 0 −1 1
−2 3 0 1

1 −1 3 1
8 −1 0 0


 entonces F2 = (−2 3 0 1)
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1.6.1. Intercambio de filas

Sea A ∈ Mm×n(K)
El intercambio de la fila i con la fila j, es:




F1

F2
...
Fi
...

Fj
...

Fm




Fi↔Fj∼




F1

F2
...

Fj
...
Fi
...

Fm




Por Ejemplo.

A =




1 3 −2 1
0 3 −1 2
1 −1 3 −2
−3 2 −1 0




F2↔F4∼




1 3 −2 1
−3 2 −1 0
1 −1 3 −2
0 3 −1 2


 = A′

Es claro que A′ 6= A, sin embargo diremos que A′ es equivalente por filas a la matriz
A.

1.6.2. Definición. (Matriz Elemental)

Se dice que una matriz de n × n es una matriz elemental, si se puede obtener a
partir de la matriz identidad de n × n realizando una sola operación elemental sobre los
renglones.

Ejemplo.

(
1 0
0 −3

)



1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0







1 0 3
0 1 0
0 0 1




Son matrices elementales.
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Observación.

1. Sea Ei,j ∈ Mn(K) tal que:

I
Fi↔Fj∼ Ei,j

Entonces Ei,j es invertible, pues:

Ei,j · Ei,j = In

de donde E−1
i,j = Ei,j

2. Sea A ∈ Mm×n(K), entonces A
Fi↔Fj∼ A′ si, y sólo si Ei,j · A = A′

Donde Ei,j es la matriz de intercambio de filas ó matriz elemental de intercambio
de filas.

Ejemplo.

Sea E3,4 ∈ M4(R), es la matriz que se obtiene al intercambiar la tercera y cuarta
fila de la matriz identidad de orden 4.

I =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




F3↔F4∼




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 = E3,4

Entonces:

E3,4 · E3,4 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




∴ E−1
3,4 = E3,4
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Ejemplo.

Sea:

A =




1 2 −1 1
0 0 0 1
0 0 2 2




Entonces:

A =




1 2 −1 1
0 0 0 1
0 0 2 2


 F2↔F3∼




1 2 −1 1
0 0 2 2
0 0 0 1


 = A′

De donde A′ es equivalente a A, y a la vez E2,3A = A′

Pues:

E2,3 =




1 0 0
0 0 1
0 1 0




de donde

E2,3A =




1 0 0
0 0 1
0 1 0







1 2 −1 1
0 0 0 1
0 0 2 2


 =




1 2 −1 1
0 0 2 2
0 0 0 1


 = A′

1.6.3. Multiplicación de una fila por un escalar.

Sea A ∈ Mm×n(K) y α ∈ K tal que α 6= 0 y Fi la i−ésima fila de A.
Entonces:




F1
...
Fi
...

Fm




αFi∼




F1
...

αFi
...

Fm




donde: αFi = (αai1, αai2, · · · , αain)
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Ejemplo.

Sea:

A =




1 2 3 −1
0 1 1 2
3 0 −1 −2




Entonces:

A =




1 2 3 −1
0 1 1 2
3 0 −1 −2


 3F2∼




1 2 3 −1
0 3 3 6
3 0 −1 −2


 = A′

Observación.

1. Es claro que A 6= A′

2. Sea In
αFi∼ Ei(α)

de donde Ei(α) ∈ Mn(K), a la vez Ei(α) es invertible.

Pues: Ei(α) · Ei(
1
α
) = I = Ei(

1
α
) · Ei(α)

de donde [Ei(α)]−1 = Ei(
1
α
)

3. Notar que A
αFi∼ A′ si, y sólo si Ei(α) · A = A′

Ejemplo.

Del ejemplo anterior, la matriz elemental correspondiente al multiplicar por 3 a la
segunda fila, es:

E2(3) =




1 0 0
0 3 0
0 0 1




Entonces:

E2(3)A =




1 0 0
0 3 0
0 0 1







1 2 3 −1
0 1 1 2
3 0 −1 −2


 =




1 2 3 −1
0 3 3 6
3 0 −1 −2


 = A′

A la vez como 3 6= 0, entonces:

E2(
1
3
) =




1 0 0
0 1

3
0

0 0 1



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Tal que E2(3)E2(
1
3
) = E2(

1
3
)E2(3) = I3

∴ [E2(3)]−1 = E2(
1
3
)

1.6.4. Adición de filas

Sea A ∈ Mm×n(K), vamos a sustituir la fila i−ésima por ella misma, más α veces la
j−ésima fila.




F1
...
Fi
...

Fj
...

Fm




Fi+αFj∼




F1
...

Fi + αFj
...

Fj
...

Fm




Donde:

Fi + αFj = (ai1 + αaj1, ai2 + αaj2, · · · , ain + αajn)

Ejemplo.

A =




1 2 −1 1
2 3 0 1
3 2 0 1
−1 1 2 0




F2+(−2)F3∼




1 2 −1 1
−4 −1 0 −1
3 2 0 1
−1 1 2 0


 = A′

Observación.

1. Si In
Fi+αFj∼ Ei,j(α); tal que Ei,j(α) ∈ Mn(K)

Entonces: Ei,j(α) es invertible, pues:

Ei,j(α) · Ei,j(−α) = Ei,j(−α) · Ei,j(α) = In

de donde

[Ei,j(α)]−1 = Ei,j(−α)

2. Ei,j(α) · A = A′ si A
Fi+αFj∼ A′
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Ejemplo.

A =




1 2 −1 1
2 3 0 1
1 −1 3 1
2 1 0 0




F2+(−2)F1∼




1 2 −1 1
2 + (−2)1 3 + (−2)2 0 + (−2)(−1) 1 + (−2)1

2 3 0 1
2 1 0 0




=




1 2 −1 1
0 −1 2 −1
2 3 0 1
2 1 0 0


 = A′

Ejemplo.

Sea:

A =




1 0 −1 1
2 0 0 2
0 0 1 1




La matriz A no está en la forma escalonada, sin embargo podemos utilizar las tres ope-
raciones elementales por fila y tomando en cuenta la definición (1.5.1), para obtener una
matriz escalonada (reducida si es posible) A′, que sea equivalente por filas a la matriz A.

A =




1 0 −1 1
2 0 0 2
0 0 1 1


 F2+(−2)F1∼




1 0 −1 1
0 0 2 0
0 0 1 1


 ( 1

2
)F2∼




1 0 −1 1
0 0 −1 0
0 0 1 1


 F1+F2∼

F3+(−1)F2




1 0 0 2
0 0 1 0
0 0 0 1


 F1+(−1)F3∼




1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 = A′
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entonces la nueva matriz A′ esta en la forma escalonada reducida, A′ es equivalente
por filas a la matriz A.

También se verifica que:

E1,3(−1) E3,2(−1) E2,1(1) E2(1/2) E2,1(−2) A = A′

Nota. El proceso que acaba de observar, se conoce como la eliminación de Gauss-
Jordan, que se puede aplicar a fin de llevar cualquier matriz a la forma escalonada en
los renglones (filas) reducida.

1.6.5. Teorema.

Sea A una matriz cuadrada.
Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. A es invertible.

2. A es equivalente por filas a la matriz identidad I.

3. A es producto de matrices elementales.

Demostración.
1) =⇒ 2)
Por hipótesis, A es invertible y equivalente por filas, supongamos a la matriz B cua-

drada.
Por demostrar, que B = I
Demostraremos por contradicción. Supongamos que B 6= I
Ahora como A es equivalente por filas a B, entonces existen matrices elementales

E1, E2, . . . , Ek, tales que:
Ek · . . . · E2 · E1 · A = B

Como A es invertible y Ei es invertible para i = 1, 2, . . . , k, entonces necesariamente
B es invertible.

Por otro lado, como B 6= I, entonces B tiene una fila nula, entonces B no es invertible.
(⇒⇐)

∴ B = I

2) =⇒ 3)
Como A es equivalente por filas a la matriz I.
Entonces, existen matrices elementales E1, E2, ..., Ek, tales que:

Ek · ... · E2 · E1 · A = I
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de donde
A = (Ek · ... · E2 · E1)

−1 = E−1
1 · E−1

2 · ... · E−1
k

donde E−1
i son matrices elementales para i = 1, ..., k

3) =⇒ 1)
Por hipótesis A = E1E2 . . . Er donde Ei son matrices elementales e inver-tibles, en

consecuencia (por 1.4.1), el producto es invertible.

∴ A es invertible.

Observación.

1. Sea A ∈ Mn(K) invertible, entonces existen matrices elementales E1, E2, ..., Ek tal
que:

Ek · . . . · E2 · E1 · A = I

ó
(Ek · . . . · E2 · E1) · A = I

de donde:
A−1 = Ek · . . . · E2 · E1

Es decir A−1 puede obtener efectuando las operaciones elementales entre filas E1, E2, ..., Ek

sobre la matriz identidad I.

2. El proceso nos conduce al siguiente algoritmo (Eliminación Gaussiana) que bién
halla la inversa de una matriz cuadrada, o bién determina que A no es inversible.

1.7. Algoritmo par hallar la inversa de An

Paso I Construir la matriz (por bloques) Mn×2n; esto es, A está en la mitad izquierda
de M y la matriz I en la derecha.

Paso II Reducir por filas M a forma escalonada.

Si el proceso genera una fila nula en la mitad A de M , concluir que A no es invertible.

Caso contrario A adoptará forma triangular.

Paso III Más aun, reducir M a la forma escalonada reducida por filas (forma canónica),
(I|B), donde I ha reemplazado a la matriz A.

Paso IV Tomar A−1 = B
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Ejemplo.

Sea:

A =




1 0 2
2 −1 3
4 1 8




Hallar A−1

Solución.
Realizaremos los cuatro pasos:

M3×6 =
(
A|I)

=




1 0 2
2 −1 3
4 1 8

|
|
|

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 F2+(−2)F1∼




1 0 2
0 −1 1
0 1 0

|
|
|

1 0 0
−2 1 0
−4 0 1


 (−1)F2∼




1 0 2
0 1 −1
0 1 0

|
|
|

1 0 0
2 −1 0
−4 0 1


 F3+(−1)F2∼




1 0 2
0 1 −1
0 0 1

|
|
|

1 0 0
2 −1 0
−6 1 1


 F1+(−2)F3∼

F2+(1)F3




1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
|
|

13 −2 −2
−4 0 1
−6 1 1


 =

(
I|B)

De donde B = A−1 =




13 −2 −2
−4 0 1
−6 1 1




Ejemplo.

Sea A ∈ M4(R), tal que:

aij =





a si j = i + 1
1 si i = j
0 en otro caso

Hallar A−1
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Solución.
La matriz A es:

A =




1 a 0 0
0 1 a 0
0 0 1 a
0 0 0 1




de donde construimos la siguiente matriz (por bloques):

M =
(
A|I)

=




1 a 0 0
0 1 a 0
0 0 1 a
0 0 0 1

|
|
|
|

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




F1+(−a)F2∼
F2+(−a)F3




1 0 −a2 0
0 1 0 −a2

0 0 1 a
0 0 0 1

|
|
|
|

1 −a 0 0
0 1 −a 0
0 0 1 0
0 0 0 1




F1+(a2)F4∼
F3+(−a)F4




1 0 0 a3

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

|
|
|
|

1 −a a2 0
0 1 −a a2

0 0 1 −a
0 0 0 1




F1+(−a3)F4∼




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

|
|
|
|

1 −a a2 −a3

0 1 −a a2

0 0 1 −a
0 0 0 1


 =

(
I|B)

de donde, A−1 existe, además:

A−1 =




1 −a a2 −a3

0 1 −a a2

0 0 1 −a
0 0 0 1



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1.8. PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Suponga que A y B son matrices de 4x5 y que C,D y E son matrices de 5x2, 4x2,
y 5x4, respectivamente. Determine cuáles de las siguientes expresiones matriciales
están definidas. Para las que estén definidas, dé el tamaño de la matriz resultante.

a) BA

b) AC + D

c) AE + B

d) AB + B

e) E(A + B)

f ) E(AC)

2. a) Demuestre que si tanto AB como BA están definidas entonces AB y BA son
matrices cuadradas.

b) Demuestre que si A es una matriz de m × n y A(BA) está definido, entonces
B es una matriz de n×m.

3. Resuelva la siguiente ecuación matricial para a, b, c y d

[
a− b b + c
3d + c 2a− 4d

]
=

[
8 1
7 6

]

4. Considere las matrices:

A=




3 0
−1 2
1 1


 B=

[
4 −1
0 2

]
C=

[
1 4 2
3 1 5

]
D=




1 5 2
−1 0 1
3 2 4


 E=




6 1 3
−1 1 2
4 1 3




Calcule:

a) AB

b) D + E

c) D − E

d) DE

e) ED

f ) −7B

5. Utilizando las matrices del ejercicio anterior, calcule (cuando se pueda):
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a) 3C −D

b) (3E)D

c) (AB)C

d) A(BC)

e) (4B)C + 2B

f ) D + E2 donde E2 = EE

6. Sean C, D y E las matrices del ejercicio 39. Realizando los menos cálculos posibles,
determine el elemento del renglón 2 y la columna 3 de C(DE).

7. a) Demuestre que si A tiene un renglón de ceros y B es cualquier matriz para la
que AB está definido, entonces AB también tiene un renglón de ceros.

b) Encuentre un resultado semejante que comprenda una columna de ceros

8. Suponga que A es cualquier matriz de m × n y que 0 sea la matriz de m × n para
la que cada uno de los elementos es cero. Demuestre que si kA = 0, entonces k = 0,
o bien A = 0.

9. Sea I la matriz de m× n cuyo elemento del renglón i y la columna j es:

{
1 si i = j
0 si i 6= j

Demuestre que AI = IA = A para toda matriz A de n× n.

10. Se dice que una matriz cuadrada es una matriz diagonal, si todos los elementos
que no están en la diagonal principal son ceros. Demuestre que el producto de matri-
ces diagonales también es una matriz diagonal. Enuncie una regla para multiplicar
matrices diagonales.

11. a) Demuestre que los elementos de la j-ésima columna de AB son los elementos
del producto ABj, en donde Bj es la matriz formada a partir de la j-ésima
columna de B.

b) Demuestre que los elementos del i-ésimo renglón de AB son los elementos del
producto AiB, en donde Ai es la matriz formada por el i-ésimo renglón de A.

12. Sean

A=

[
3 2
−1 3

]
B=

[
4 0
1 5

]
C=

[
0 −1
4 6

]
a = −3 b = 2
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Demuestre que:

a) A + (B + C) = (A + B) + C

b) (AB)C = A(BC)

c) (a + b)C = aC + bC

d) a(B − C) = aB − aC

13. Utilizando las matrices y los escalares del anterior ejercicio, demuestre que:

a) a(BC) = (aB)C = B(aC)

b) A(B − C) = AB − AC

14. Aplique la fórmula A−1 = 1
ad−bc

[
d −b
−c a

]
donde A =

[
a b
c d

]
con ad− bc 6= 0, para

calcular las inversas de las siguientes matrices:

A=

[
3 1
5 2

]
B=

[
2 −3
4 4

]
C=

[
2 0
0 3

]

15. Verifique que las matrices A y B del anterior ejercicio satisfacen la relación (AB)−1 =
B−1A−1.

16. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamaño. ¿Es (AB)2 = A2B2 una identi-
dad matricial válida? Justifique su respuesta.

17. Sea A una matriz inversible y suponga que la inversa de 7A es

[
3 4
5 6

]

Encuentre la matriz A.

18. Sea A la matriz

[
1 0
2 3

]

Calcule A3, A−3 y A2 − 2A + I

19. Sea A la matriz
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


1 1 0
0 1 1
1 0 1




Determine se A es inversible y, si lo es, encuentre su inversa. (Sugerencia. Resuelva
AX = I igualando los elementos correspondientes de los dos miembros.)

20. Encuentre la inversa de

[
cosθ senθ
−senθ cosθ

]

21. a) Encuentre las matrices A y B de 2x2 tales que

(A + B)2 6= A2 + 2AB + B2

b) Demuestre que, si A y B son matrices cuadradas tales que AB = BA, entonces

(A + B)2 = A2 + 2AB + B2

c) Halle un desarrollo de (A+B)2 que sea válido para todas las matrices cuadradas
A y B que tengan el mismo tamaño.

22. Considere la matriz

A =




a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · ann




en donde a11a22 · · · ann 6= 0. Demuestre que A es inversible y encuentre su inversa.

23. Suponga que A es una matriz cuadrada que satisface A2 − 3A + I = 0. Demuestre
que A−1 = 3I − A

24. a) Demuestre que una matriz con un renglón de ceros no puede tener una inversa.

b) Demuestre que una matriz con una columna de ceros no puede tener una in-
versa.

25. ¿Es necesariamente inversible la suma de dos matrices inversibles?

26. Sea A y B matrices cuadradas tales que AB = 0. Demuestre que A no puede ser
inversible a menos que B = 0.
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27. Considere las leyes de los exponentes ArAs = Ar+s y (Ar)s = Ars

a) Demuestre que si A es cualquier matriz cuadrada, estas leyes son válidas para
todos los valores enteros no negativos de r y s.

b) Demuestre que si A es inversible, entonces estas leyes se cumplen para todos
los valores enteros negativos de r y s.

28. Demuestre que si A es inversible y k es cualquier escalar diferente de cero, entonces
(kA)n = knAn para todos los valores enteros de n

29. Demuestre que si A es inversible y AB = AC entonces B = C.

30. Sea A =

[
1 2
0 1

]
. Calcular An

31. Sea A =

[
5 2
0 k

]
. Encontrar todos los números k para los que A es una ráız del

polinomio

a) f(x) = x2 − 7x + 10

b) g(x) = x2 − 25

c) h(x) = x2 − 4

32. Sea B =

[
1 0
26 27

]
. Hallar una matriz A tal que A3 = B

33. Una matriz E es idempotente si E2 = E. Probar que E =




2 −2 −4
−1 3 4
1 −2 −3


 es

idempotente.

34. Demostrar que si AB = A y BA = B, entonces A y B son idempotentes.

35. Una matriz A es nilpotente de clase p si Ap = 0 pero Ap−1 6= 0. Probar que

A =




1 1 3
5 2 6
−2 −1 −3


 es nilpotente de clase 3.

36. Supóngase que A es nilpotente de clase p. Probar que Aq = 0 para q > p pero
Aq 6= 0 para q < p

37. Sea A =




0 2 −1
0 0 1
0 0 0



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a) Comprobar que A es nilpotente.

b) Demostrar que I + A + A2 es la inversa de I − A

38. ¿Cuáles de las que siguen son matrices elementales?

a)

[
2 0
0 1

]
b)

[
1 0
3 1

]
c)

[
2 0
0 2

]
d)




0 1 0
1 0 0
0 0 1


 e)




0 1 0
0 0 1
0 0 1




f)




1 0 0
0 1 −3
0 0 1


 g)




1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1




39. Determine la operación sobre los renglones que llevará la matriz elemental dada
hacia una matriz identidad.

a)

[
1 0
5 1

]
b)




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 c)




1 0 0 0
0 8 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




40. Considere las matrices

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 B =




7 8 9
4 5 6
1 2 3


 C =




1 2 3
4 5 6
9 12 15




Encuentre las matrices elementales E1, E2, E3 y E4 tales que

a) E1A = B

b) E2B = A

c) E3A = C

d) E4C = A

41. ¿En el ejercicio anterior es posible encontrar una matriz elemental E tal que EB =
C? Justifique su respuesta.

42. Demuestre que la matriz

A =




cosθ senθ 0
−senθ cosθ 0

0 0 1



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es inversible para todos los valores de θ y encuentra A−1

43. Considere la matriz

A =

[
1 0
3 4

]

a) Encuentre las matrices elementales E1 y E2 tales que E2E1A = I.

b) Escriba A−1 como un producto de dos matrices elementales.

c) Escriba A como un producto de dos matrices elementales.

44. Sean A y B dos matrices de tamaño m × n. Probar que si AX = BX para todas
las matrices Xn×1, entonces A = B.

Indicación. Usar las matrices Xi = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0)t, todos ceros, excepto en la
fila i que es 1.

45. Encontrar las matrices elementales que llevan a la matriz A =




1 2 3
0 1 2
1 0 3


 a una

matriz escalonada.

46. Hallar una matriz P tal que APB = C donde:

A =




1 4
−2 3
1 −2


 B =

[
2 0 0
0 1 −1

]
C =




8 6 −6
6 −1 1
−4 0 0




47. Hallar la matriz X que cumple XA + B = C, siendo:

A =




0 2 0
3 0 −3
0 1 2


 B =

[
4 −2 1
5 1 −3

]
C =

[
1 −3 5
−2 4 −6

]

48. Calcular A y B sabiendo:

A + B =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 A + AT =




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 B −BT =




0 0 0
0 0 0
0 0 0




49. Exprese la matriz
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A =




1 3 3 8
−2 −5 1 −8
0 1 7 8




en la forma A = EFR, en donde E y F son matrices elementales y R está en la
forma escalonada en los renglones.

50. Demuestre que si:

A =




1 0 0
0 1 0
a b c




es una matriz elemental, entonces al menos un elemento del tercer renglón debe ser
un cero.

51. Encuentre la inversa de cada una de las matrices de 4 × 4 siguientes, en donde
k1, k2, k3, k4y k son todas diferentes de cero.

A =




k1 0 0 0
0 k2 0 0
0 0 k3 0
0 0 0 k4


 B =




0 0 0 k1

0 0 k2 0
0 k3 0 0
k4 0 0 0


 C =




k 0 0 0
1 k 0 0
0 1 k 0
0 0 1 k




52. Pruebe que si A es una matriz de m×n, existe una matriz inversible C tal que CA
está en la forma escalonada en los renglones reducida.

53. Pruebe que si A es una matriz inversible y B es equivalente respecto a los renglones
a A entonces B también es inversible.
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CAṔITULO 2

Determinantes

2.1. Introducción.

Los determinantes aparecieron originalmente al tratar de resolver sistemas de ecua-
ciones lineales. A continuación vamos a dar una definición precisa de determinante y a
relacionarlo, entre otras cosas, con la inversibilidad de matrices.

2.2. Definición.

Sea A una matriz cuadrada.
La función determinante:

det : Mn(K) → R

A 7→ det(A)
se define la suma de todos los productos elementales con signo tomados de A.

Observación.

Se denomina producto elemental con signo tomado de A, a un producto ele-
mental a1j1 · a2j2 · . . . · anjn (en donde (j1, j2, · · · , jn) es una permutación del conjunto
{1, 2, · · · , n}) multiplicado por +1 o bién −1.

38
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Se utiliza el + si (j1, j2, · · · , jn) es una permutación par y − si (j1, j2, · · · , jn) es una
permutación impar.

Por ejemplo.

Para: (
a11 a12

a21 a22

)

Se tiene

Producto
elemental

Permutación
Asociada

Par o
impar

Producto
elmental
con signo

a11a22 (1, 2) par a11a22

a12a21 (2, 1) impar −a12a21

de donde:

det(A) =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

y para 


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




se tiene

Producto
elemental

Permutación
Asociada

Par o
impar

Producto
elmental
con signo

a11a22a33 (1, 2, 3) par a11a22a33

a12a23a31 (2, 3, 1) par a12a23a31

a13a21a32 (3, 1, 2) par a13a21a32

a13a22a31 (3, 2, 1) impar −a13a22a31

a12a21a33 (2, 1, 3) impar −a12a21a33

a11a23a32 (1, 3, 2) impar −a11a23a32

de donde:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32
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Ejemplo.

Hallar las determinantes de:

A =

(
3 1
4 −2

)
, B =




1 2 3
−4 5 6
0 1 −1




Solución.

det(A) = 3 · (−2)− 1 · 4 = −6− 4 = −10

det(B) = 1 · 5 · (−1) + 2 · 6 · 0 + 3 · (−4) · 1− 3 · 5 · 0− 2 · (−4) · (−1)− 1 · 6 · 1
= −5 + 0− 12− 0− 8− 6

= −31

2.3. Evaluación de los determinantes por reducción

en los renglones.

En esta sección se muestra que hay la posibilidad de evaluar el determinante de una
matriz reduciéndola a la forma escalonada en los renglones. La importancia de este
método radica en el hecho de que evita los largos cálculos relacionados con la aplicación
directa de la definición de determinante.

Primero se considera dos clases de matrices cuyo determinante se puede eva-luar con
facilidad, sin importar el tamaño de la matriz.

Teorema.

Si A ∈ Mn(K) que contiene un renglón de ceros, entonces det(A) = 0

Demostración.

Ya que un producto elemental con signo tomado de A contiene un factor de cada
renglón de A, todo producto elemental con signo contiene un factor del renglón de ceros
y, como consecuencia, todos se hacen cero. Como el det(A) es la suma de todos los
productos elementales con signos, se obtiene det(A) = 0.

Observación.

Se dice que una matriz cuadrada es triangular superior si todos los elementos
que están debajo de la diagonal principal son ceros.
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Una matriz cuadrada es triangular inferior si todos los elementos que están arriba
de la diagonal principal son ceros.

Una matriz triangular puede ser superior o inferior.

Ejemplo.

Sea A ∈ M4(K)



a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 0 a44







a11 0 0 0
a21 a22 0 0
a31 a32 a33 0
a41 a42 a43 a44




Matriz triangular superior Matriz triangular inferior

Ejemplo.

Hallar det(A), en donde

A =




a11 0 0 0
a21 a22 0 0
a31 a32 a33 0
a41 a42 a43 a44




El único producto elemental tomado de A que puede ser diferente de cero es a11a22a33a44.

Para ver esto, considérese un producto elemental t́ıpico a1j1a2j2a3j3a4j4 . Su-puesto que
a12 = a13 = a14 = 0, debe tenerse j1 = 1 para tener un producto elemental diferente de
cero. Si j1 = 1, se debe tener j2 6= 1, dado que dos factores cualesquiera no pueden
provenir de la misma columna. Además, como a23 = a24 = 0, se ha de tener j2 = 2 para
tener un producto diferente de cero. Al continuar de esta manera, se obtiene j3 = 3 y
j4 = 4. Ya que a11a22a33a44 se multiplica por +1 al formar el producto elemental con
signo, se obtiene:

det(A) = a11a22a33a44

Es posible aplicar un argumento semejante al que acaba de presentarse, a cualquier
matriz triangular, para llegar al resultado general siguiente:

Teorema.

Si A es una matriz triangular n× n, entonces det(A) es el producto de los elementos
de la diagonal principal.

ie. det(A) = a11 · a22 · a33 · . . . · ann
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2.3. EVALUACIÓN DE LOS DETERMINANTES POR REDUCCIÓN EN LOS RENGLONES. 42

Ejemplo.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 7 −3 8 3
0 −3 7 5 1
0 0 6 7 6
0 0 0 9 8
0 0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2 · (−3) · 6 · 9 · 4 = −1296

En el teorema que sigue se muestra en que forma una operación elemental sobre los
renglones de una matiz afecta el valor de su determinante.

Teorema.

Sea A ∈ Mn(K)

1. Si A′ es la matriz que se obtiene cuando un sólo renglón de A se multiplica por una
constante k entonces

det(A′) = k det(A)

2. Si A′ es la matriz que se obtiene al intercambiar dos renglones de A, entonces

det(A′) = −det(A)

3. Si A′ es la matriz que se obtiene al sumar un multiplo de uno de los renglones de A
a otro renglón entonces

det(A′) = det(A)

Ejemplo.

Sea.

A =




1 2 3
0 1 4
1 2 1


 A1 =




4 8 12
0 1 4
1 2 1


 A2 =




0 1 4
1 2 3
1 2 1


 A3 =




1 2 3
−2 −3 −2
1 2 1




Evaluando los determinantes de cada una de estas matrices por medio de las opera-
ciones elementales con signo, se tiene:

det(A) = −2 det(A1) = −8 det(A2) = 2 det(A3) = −2

Observe que A1 se obtiene al multiplicar el primer renglón de A por 4; A2 al inter-
cambiar los dos primeros renglones; y A3 al sumar −2 veces el tercer renglón de A al
segundo.

Por lo mencionado en el teorema anterior, se tiene las relaciones:

det(A1) = 4det(A) det(A2) = −det(A) det(A3) = det(A)

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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Ejemplo.

La proposición 1 del teorema anterior, tiene una interpretación alternativa que a veces
es útil. Este resultado permite extraer un factor común de cualquier renglón de una ma-
tiz cuadrada hacia afuera del signo de determinante. Como ilustración, consideraremos
las matrices

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 B =




a11 a12 a13

ka21 ka22 ka23

a31 a32 a33




en donde el segundo renglón de B tiene un factor común de k. Puesto que B es
la matiz que resulta al multiplicar el segundo renglón de A por k, la proposición 1 del
teorema anterior afirma que det(B) = k det(A); esto es:

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

ka21 ka22 ka23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣

Ahora se plantea un método alternativo para evaluar los determinantes, que evita
la gran cantidad de cálculos relacionados con la aplicación directa de la definición de
determinante. La idea básica de este método es aplicar las operaciones elementales
sobre los renglones, a fin de reducir la matriz dada A hacia una matriz R que esté en
la forma escalonada en los renglones de una matriz cuadrada es triangular superior, es
posible evaluar det(R) (producto de la diagonal principal). Entonces se puede obtener
el valor de det(A) al aplicar el teorema anterior para relacionar el valor desconocido de
det(A) con el conocido de det(R). En el ejemplo siguiente se ilustra este método.

Ejemplo.

Sea A =




0 1 5
3 −6 9
2 6 1




Solución.
Para encontrar el det(A) reduciremos por filas en forma escalonada y aplicaremos el

teorema anterior.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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det(A) =

∣∣∣∣∣∣

0 1 5
3 −6 9
2 6 1

∣∣∣∣∣∣
F1↔F2∼

= −
∣∣∣∣∣∣

3 −6 9
0 1 5
2 6 1

∣∣∣∣∣∣
(3)F1∼

= −3

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
0 1 5
2 6 1

∣∣∣∣∣∣
F3+(−2)F1∼

= −3

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
0 1 5
0 10 −5

∣∣∣∣∣∣
F3+(−10)F2∼

= −3

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
0 1 5
0 0 −55

∣∣∣∣∣∣
(−55)F3∼

= −(3)(−55)

∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
0 1 5
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (−3) · (−55) · 1
= 165

∴ det(A) = 165

Observación.

El método de reducción en los renglones resulta apropiado para la evaluación de de-
terminantes con computadora debido a que es sistemático y se programa con facilidad.

Ejemplo.

Hallar: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −2 4
2 6 −4 8
3 9 1 5
1 1 4 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
Notemos que la determinante de esta matriz es cero, pues la segunda fila se anula.
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∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −2 4
2 6 −4 8
3 9 1 5
1 1 4 8

∣∣∣∣∣∣∣∣

F2+(−2)F1∼

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −2 4
0 0 0 0
3 9 1 5
1 1 4 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Ejemplo.

Sea

A =




1 0 0 3
2 7 0 6
0 6 3 0
7 3 1 −5




Hallar la det(A)

Solución.
Realizaremos operaciones elementales por columnas.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 3
2 7 0 6
0 6 3 0
7 3 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣

C3+(−3)C1∼

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
2 7 0 0
0 6 3 0
7 3 1 −26

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 7 · (−26) · 3
= −546

∴ det(A) = −546
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2.4. Propiedades de la función determinante.

En esta sección se desarrollan algunas de las propiedades fundamentales de la función
determinante. Lo que se desarrolle, es una perspectiva adicional respecto a la relación
entre una matriz cuadrada y su determinante. Una de las consecuencias inmediatas de
este material será la relación importante entre la determinante de una matriz con su
inversibilidad de la matriz.

Recuérdese que el el determinante de una matriz A de n× n se define como la suma
de todos los productos elementales con signo tomados de A. Puesto que un producto
elemental tiene un factor tomado de cada renglón y uno tomado de cada columna, es obvio
que A y AT (donde AT es de n× n)tienen en realidad los mismos productos elementales
con signo; lo cual nos conduce al siguiente teorema:

Teorema.

Si A ∈ Mn(K), entonces det(A) = det(AT ).

Ejemplo.

Sea

A =




1 −2 7
−4 8 5
2 4 3




Entonces det(A) = −264

A la vez

AT =




1 −4 2
−2 8 4
7 5 3




Donde det(AT ) = −264

∴ det(A) = det(AT )

Observación.

det(kA) = kndet(A) donde A ∈ Mn(K)
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Ejemplo.

Si A =

(
3 1
2 2

)
, entonces 5A =

(
15 5
10 10

)

De donde: det(5A) = 52det(A)

det(A + B) 6= det(A) + det(B)

Ejemplo.

Si A =

(
1 2
2 5

)
y B =

(
3 1
1 3

)
, entonces A + B =

(
4 3
3 8

)

De donde det(A) = 1, det(B) = 8 y det(A + B) = 23

Aśı
det(A) + det(B) 6= det(A + B)

¿Cuándo det(A) + det(B) = det(A + b)?
Rpta. Cuándo únicamente difieren en un sólo renglón.
En efecto, consideremos en M2(K)

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
y B =

(
a11 a12

b21 b22

)

que difieren únicamente en el segundo renglón. De donde:

det(A) + det(B) = (a11a22 − a12a21) + (a11b22 − a12b21)

= a11(a22 + b22)− a12(a21 − b21)

= det

[
a11 a12

a21 + b21 a22 + b22

]

Aśı:

det

[
a11 a12

a21 a22

]
+ det

[
a11 a12

b21 b22

]
= det

[
a11 a12

a21 + b21 a22 + b22

]

Este ejemplo es un caso especial de resultado general que sigue:

Supóngase que A,A′, A′′ ∈ Mn(K) que difieren únicamente en un solo renglón, por
ejemplo, el r−ésimo, y que es posible obtener el r−ésimo renglón de A′′ al sumar los
elementos correspondientes de los r−ésimo renglones de A y A′. Entonces

det(A′′) = det(A) + det(A′)

Se cumple un resultado semejante para las columnas.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



2.4. PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN DETERMINANTE. 48

Ejemplo.

Evaluando los determinantes, se puede verificar la igualdad.
∣∣∣∣∣∣

1 7 5
2 0 3

1 + 0 4 + 1 7 + (−1)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 7 5
2 0 3
1 4 7

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

1 7 5
2 0 3
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

Teorema.

Sea A,B ∈ Mn(K)
det(AB) = det(A) · det(B)

Ejemplo.

Sea

A =

(
3 1
2 1

)
, B =

(−1 3
5 8

)
⇒ AB =

(
2 17
3 14

)

De donde |A| = 1, |B| = −23 y |AB| = −23, de donde se observa que:

det(AB) = det(A)det(B)

En el caṕıtulo 1, se dieron tres proposiciones importantes que son equivalentes a la inver-
sibilidad de una matriz. El teorema siguiente ayuda a agregar otro resultado a es lista
de la inversibilidad de una matriz cuadrada.

Teorema.

Sea A ∈ Mn(K). Si A es invertible ⇐⇒ det(A) 6= 0

Observación.

Si A es invertible, entonces
A · A−1 = I

entonces
det(A · A−1) = det(I)

entonces
det(A) · det(A−1) = 1

de donde

det(A−1) =
1

det(A)
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Ejemplo.

Sea

A =




1 2 3
1 0 1
2 4 6




entonces, es claro que det(A) = 0, en consecuencia A no es invertible.

2.5. Desarrollo de cofactores

Definición.

Si A es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento aij se denota por Mij

y se define como el determinante de la submatriz que se deja después de eliminar de A el
i−ésimo renglón y la j−ésima columna.

El número (−1)i+jMij se denota por Cij y se conoce como cofactor del elemento
aij

Ejemplo.

Sea

A =




3 1 −4
2 5 6
1 4 8




El menor del elemento a11 es:

M11 =

∣∣∣∣
5 6
4 8

∣∣∣∣ = 16

el cofactor de a11 es:

C11 = (−1)1+1M11 = (−1)2 · 16 = 1 · 16 = 16

∴ C11 = 16

Análogamente

M12 =

∣∣∣∣
2 6
1 8

∣∣∣∣ = 10 ⇒ C12 = (−1)1+2M12 = (−1)3 · 10 = (−1) · 10 = −10

∴ C12 = −10
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Observación.

Nótese que el cofactor y el menor de un elemento aij difieren únicamente en el signo,
es decir:

Cij = ±Mij

Una manera rápida es: 


+ − + − + − + · · ·
− + − + − + − · · ·
+ − + − + − + · · ·
...




Consideremos la matriz A ∈ Mm×n(K)3(K)

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




entonces:

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

= a11(a22a33 − a23a32) + a21(a13a32 − a12a33) + a31(a12a23 − a13a22)

= a11C11 + a21C21 + a31C31

Este método para evaluar det(A) se conoce como desarrollo por cofactores a lo
largo de la primera columna de A.

Ejemplo.

Sea

A =




3 1 0
−2 −4 3
5 4 −2




Evalúese det(A) aplicando el desarrollo por cofactores a lo largo de la primera columna
de A.
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Solución.

det(A) = 3C11 + (−2)C21 + 5C31

= 3(−1)1+1

∣∣∣∣
−4 3
4 −2

∣∣∣∣ + (−2)(−1)2+1

∣∣∣∣
1 0
4 −2

∣∣∣∣ + 5(−1)3+1

∣∣∣∣
1 0
−4 3

∣∣∣∣

= 3(−1)2

∣∣∣∣
−4 3
4 −2

∣∣∣∣ + (−2)(−1)3

∣∣∣∣
1 0
4 −2

∣∣∣∣ + 5(−1)4

∣∣∣∣
1 0
−4 3

∣∣∣∣

= 3

∣∣∣∣
−4 3
4 −2

∣∣∣∣ + (−2)(−1)

∣∣∣∣
1 0
4 −2

∣∣∣∣ + 5

∣∣∣∣
1 0
−4 3

∣∣∣∣

= 3

∣∣∣∣
−4 3
4 −2

∣∣∣∣− (−2)

∣∣∣∣
1 0
4 −2

∣∣∣∣ + 5

∣∣∣∣
1 0
−4 3

∣∣∣∣
= 3 · (−4)− (−2) · (−2) + 5 · 3
= −12− 4 + 15

= −1

∴ det(A) = −1

No es dificil de verificar que todas las fórmulas siguientes son correctas:

det(A) = a11C11 + a12C12 + a13C13

= a11C11 + a21C21 + a31C31

= a21C21 + a22C22 + a23C23

= a12C12 + a22C22 + a32C32

= a31C31 + a32C32 + a33C33

= a13C13 + a23C23 + a33C33

Los resultado que se acaban de dar para las matrices de 3× 3 forman un caso especial del
teorema general siguiente:

Teorema.

Sea A ∈ Mn(K). Entonces

det(A) = a1jC1j + a2jC2j + · · ·+ anjCnj

(desarrollo por cofactores a lo largo de la j-ésima columna)

y
det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · ·+ ainCin

(desarrollo por cofactores a lo largo de la i-ésima fila)

donde 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ n.
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Ejemplo.

Sea

A =




3 1 0
−2 −4 3
5 4 −2




entonces (desarrollo de cofactores a lo largo de la primera fila)

det(A) = 3

∣∣∣∣
−4 3
4 −2

∣∣∣∣− (1)

∣∣∣∣
−2 3
5 −2

∣∣∣∣ + 0

∣∣∣∣
−2 −4
5 4

∣∣∣∣
= 3 · (−4)− 1 · (−11) + 0

= −12 + 11

= −1

Esto concuerda con el resultado obtenido en el ejemplo anterior.

En este ejemplo resultó innecesario calcular el último cofactor, puesto que quedó multi-
plicado por cero. En general, la mejor estrategia para evaluar en determinante por medio
del desarrollo por cofactores es llevándolo a cabo a lo largo de un renglón o columna que
tenga el mayor número de ceros.

A veces se puede aplicar el desarrollo por cofactores combinando con las operaciones
elementales sobre los renglones o columnas, para suministrar un método efectivo con el
cual evaluar los determinantes (este método es conocida como la regla de Chio). El
siguiente ejemplo lo ilustra.

Ejemplo.

Hallar la determinante de:

A =




3 5 −2 6
1 2 −1 1
2 4 1 5
3 7 5 3




Solución.
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Al sumar múltiplos apropiados del segundo renglón a los renglones restantes, se obtiene

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 1 3
1 2 −1 1
0 0 3 3
0 1 8 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −
∣∣∣∣∣∣

−1 1 3
0 3 3
1 8 0

∣∣∣∣∣∣
Desarrollo por cofactores a lo
largo de la primera columna

= −
∣∣∣∣∣∣

−1 1 3
0 3 3
0 9 3

∣∣∣∣∣∣
Se sumó la primera fila
a la tercera columna

= −(−1)

∣∣∣∣
3 3
9 3

∣∣∣∣
Desarrollo por cofactores a lo
largo de la primera columna

= 32

∣∣∣∣
1 1
3 1

∣∣∣∣
= 32 · (1− 3)

= 9 · (−2)

= −18

∴ det(A) = −18

Ejemplo.

Hallar la determinante de la siguiente matriz.

A =




1 −2 3 2 −1
2 0 1 4 −2
−3 −1 0 −1 2
−1 2 3 2 4
2 −1 2 3 5




Solución.
Se realizarán operaciones adecuadas para poder encontrar el determinante de la matriz

dada, aplicando todo lo aprendido hasta el momento.
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det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 3 2 −1
2 0 1 4 −2
−3 −1 0 −1 2
−1 2 3 2 4
2 −1 2 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−5 −2 0 −10 5
2 0 1 4 −2
−3 −1 0 −1 2
−7 2 0 −10 10
−2 −1 0 −5 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−5 −2 −10 5
−3 −1 −1 2
−7 2 −10 10
−2 −1 −5 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −8 1
−3 −1 −1 2
−13 0 −12 14
1 0 −4 7

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −(−1)

∣∣∣∣∣∣

1 −8 1
−13 −12 14
1 −4 7

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 −8 1
0 −116 27
0 4 6

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
−116 27

4 6

∣∣∣∣ = 4 · 3
∣∣∣∣
−29 9
1 2

∣∣∣∣
= 12 · (−58− 9)

= 12 · (−67)

= −804

∴ det(A) = −804

Definición.

Sea A ∈ Mn(K) y Cij es el cofactor de aij, entonces la matriz



C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n
...

Cn1 Cn2 · · · Cnn




Se conoce como la matriz de cofactores tomados de A.

La transpuesta de esta matiz se denomina adjunta de A y se denota por adj(A)

Ejemplo.

Sea

A =




3 2 −1
1 6 3
2 −4 0



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Los cofactores de A son:

C11 = 12 C12 = 6 C13 = −16
C21 = 4 C22 = 2 C23 = 16
C31 = 12 C32 = −10 C33 = 16

de modo que la matriz de los cofactores es:




12 6 −16
4 2 16
12 −10 16




y la adjunta de A es:

adj(A) =




12 4 12
6 2 −10
−16 16 16




Teorema.

Si A es inversible, entonces:

A−1 =
1

det(A)
adj(A)

Demostración.
Probaremos primeramente que

A · adj(A) = det(A) · I

Sea

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

an1 an2 · · · ann




Entonces

A · adj(A) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

ai1 ai2 · · · ain
...

an1 an2 · · · ann







C11 C12 · · · Cj1 · · · Cn1

C12 C22 · · · Cj2 · · · Cn2
...

C1n C2n · · · Cjn · · · Cnn



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El elemento de la i−ésima fila y j−ésima columna de A · adj(A) es:

ai1Cj1 + ai2Cj2 + · · ·+ ainCjn (α)

Si i = j, entonces (α) es el desarrollo por cofactores de det(A) a lo largo de la i−ésima
fila de A. Por otra parte, si i 6= j, entonces los aij y los cofactores provienen de filas
diferentes de A, por tanto el valor de (α) es cero. De donde:

A · adj(A) =




det(A) 0 0 · · · 0
0 det(A) 0 · · · 0
0 0 det(A) · · · 0
...
0 0 0 · · · det(A)




= det(A) · I (β)

Suponiendo de A es inversible, det(A) 6= 0. Entonces, es posible escribir la ecuación (β)
como:

1

det(A)
[A · adj(A)] = I

o bien

A ·
[ 1

det(A)
· adj(A)

]
= I

Al multiplicar por la izquierda a los dos miembros por A−1, se obtiene:

A−1 =
1

det(A)
adj(A)

Ejemplo.

Sea

A =




3 2 −1
1 6 3
2 −4 0




entonces det(A) = 64 6= 0, de donde la matriz A es invertible y cuya inversa la podemos
hallar, utilizando el teorema anterior.

Como en el ejemplo anterior ya habiamos encontrado la adjunta de la matriz A, que
es:

adj(A) =




12 4 12
6 2 −10
−16 16 16




Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



2.5. DESARROLLO DE COFACTORES 57

Aśı

A−1 =
1

64




12 4 12
6 2 −10
−16 16 16


 =




3
16

1
16

3
16

3
32

1
32

− 5
32

−1
4

1
4

1
4




Ejemplo.

Hallar x tal que det(A) = 0
Si

A =




x− 3 0 3
0 x + 2 0
−5 0 x + 5




Solución.
Sea

∣∣∣∣∣∣

x− 3 0 3
0 x + 2 0
−5 0 x + 5

∣∣∣∣∣∣
= (x + 2)

∣∣∣∣
x− 3 3
−5 x + 5

∣∣∣∣

= (x + 2)[(x− 3)(x + 5) + 15] = 0

De donde x + 2 = 0 ⇒ x = −2
y

(x− 3)(x + 5) + 15 = 0 ⇒ x2 + 2x− 15 + 15 = 0

x2 + 2x = 0

x(x + 2) = 0 ⇒ x = 0 ∧ x = −2

∴ x = 0 ∧ x = −2

Ejemplo.

Hallar el determinante de:



1 1 1
b + c c + a a + b
bc ca ab




Solución.
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Tómese:
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
b + c c + a a + b
bc ca ab

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
b + c a− b a− c
bc c(a− b) b(a− c)

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
a− b a− c

c(a− b) b(a− c)

∣∣∣∣

= (a− b)(a− c)

∣∣∣∣
1 1
c b

∣∣∣∣
= (a− b)(a− c)(b− c)

∴

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
b + c c + a a + b
bc ca ab

∣∣∣∣∣∣
= (a− b)(a− c)(b− c)

Ejemplo.

Demostrar ∣∣∣∣∣∣

a− b b− c c− a
b− c c− a a− b
c− a a− b b− c

∣∣∣∣∣∣
= 0

Demostración.
∣∣∣∣∣∣

a− b b− c c− a
b− c c− a a− b
c− a a− b b− c

∣∣∣∣∣∣
F3+(1)F1∼

=

∣∣∣∣∣∣

a− b b− c c− a
b− c c− a a− b
c− b a− c b− a

∣∣∣∣∣∣
F3+(1)F2∼

=

∣∣∣∣∣∣

a− b b− c c− a
b− c c− a a− b

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
= 0
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Ejemplo.

Hallar la determinante de:



n 1 1 1 · · · 1
n 2 1 1 · · · 1
n 1 3 1 · · · 1
n 1 1 4 · · · 1
...
n 1 1 1 · · · n




Solución.
Notemos que

Fi − F1 =
[
n 1 1 · · · i · · · 1

]− [
n 1 1 · · · 1 · · · 1

]

=
[
0 0 0 · · · i− 1 · · · 0

] ∀i = 2, 3, ..., n

Entonces, se tiene:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n 1 1 1 · · · 1
n 2 1 1 · · · 1
n 1 3 1 · · · 1
n 1 1 4 · · · 1
...
n 1 1 1 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n 1 1 1 · · · 1
0 1 0 0 · · · 0
0 0 2 0 · · · 0
0 0 0 3 · · · 0
...
0 0 0 0 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n · 1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1)

= n · (n− 1) · . . . · 3 · 2 · 1
= n!

2.6. PROBLEMAS PROPUESTOS.

En los siguientes ejercicios evalúe el determinante

1.

∣∣∣∣
1 2
−1 3

∣∣∣∣

2.

∣∣∣∣
6 4
3 2

∣∣∣∣

3.

∣∣∣∣
−1 7
−8 −3

∣∣∣∣
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4.

∣∣∣∣
k − 1 2

4 k − 3

∣∣∣∣

5.

∣∣∣∣∣∣

8 2 −1
−3 4 −6
1 7 2

∣∣∣∣∣∣

6.

∣∣∣∣∣∣

1 0 3
4 0 −1
2 8 6

∣∣∣∣∣∣

7.

∣∣∣∣∣∣

k −3 9
2 4 k + 1
1 k2 3

∣∣∣∣∣∣

8. Halle todos los valores de λ para los que det(A) = 0.

a)A =

[
λ− 1 −2

1 λ− 4

]
b)A =




λ− 6 0 0
0 λ −1
0 4 λ− 4




9. Clasifique cada permutación de {1, 2, 3, 4} como par o impar.

10. Utilice los resultados del anterior ejercicio para construir una fórmula para el deter-
minante de una matriz de 4× 4.

11. Use la fórmula que se obtuvo en el ejercicio anterior para evaluar:




1 4 −3 1
2 0 6 3
4 −1 2 5
1 0 −2 4




12. Encuentre el determinante de las siguientes matrices:




0 0 0 0 1
0 0 0 2 0
0 0 3 0 0
0 4 0 0 0
5 0 0 0 0







0 4 0 0 0
0 0 0 2 0
0 0 3 0 0
0 0 0 0 1
5 0 0 0 0




13. Pruebe que si una matriz cuadrada A tiene una columna de ceros, entonces det(A) =
0
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14. Evalué por observación los siguientes determinantes:

∣∣∣∣∣∣

2 40 17
0 1 11
0 0 3

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
−9 −1 0 0
12 7 8 0
4 5 7 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
3 7 6
1 2 3

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

3 −1 2
6 −2 4
1 7 3

∣∣∣∣∣∣

En los siguientes 8 ejercicios, evalué los determinantes de las matrices dadas, redu-
ciéndolas a una forma escalonada en los renglones (filas).

15.




2 3 7
0 0 −3
1 −2 7




16.




2 1 1
4 2 3
1 3 0




17.




1 −2 0
−3 5 1
4 −3 2




18.




2 −4 8
−2 7 −2
0 1 5




19.




3 6 9 3
−1 0 1 0
1 3 2 −1
−1 −2 −2 1




20.




2 1 3 1
1 0 1 1
0 2 1 0
0 1 2 3




21.




1
2

1
2

1 1
2

−1
2

1
2

0 1
2

2
3

1
3

1
3

0
1
3

1 1
3

0



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22.




1 3 1 5 3
−2 −7 0 −4 2
0 0 1 0 1
0 0 2 1 1
0 0 0 1 1




23. Suponga que

∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
= 5 Encuentre

a)

∣∣∣∣∣∣

d e f
g h i
a b c

∣∣∣∣∣∣
b)

∣∣∣∣∣∣

−a −b −c
2d 2e 2f
−g −h −i

∣∣∣∣∣∣
c)

∣∣∣∣∣∣

a + d b + e c + f
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
d)

∣∣∣∣∣∣

a b c
d− 3a e− 3b f − 3c

2g 2h 2i

∣∣∣∣∣∣

24. Hallar el determinante de




t + 3 −1 1
5 t− 3 1
6 −6 t + 4




25. Suponga de A es ortogonal, es decir AT A = I. Probar que det(A) = ±1

26. Verifique que det(A) = det(AT ), para A =




1 2 7
−1 0 6
3 2 8




27. Verifique que det(AB) = det(A)det(B) cuando

A =




2 1 0
3 4 0
0 0 2


 y B =




1 −1 3
7 1 2
5 0 1




28. ∀A ∈ Mn(K), A es invertible si y solamente si det(A) 6= 0. Aplique este enunciado
para determinar cuales de las siguientes matrices son invertibles.

a)




1 0 0
3 6 7
0 8 −1


 b)



−2 1 −4
1 1 2
3 1 6


 c)




7 2 1
7 2 1
3 6 6


 d)




0 7 5
0 1 −1
0 3 2




29. Suponga que det(A) = 5, en donde A =




a b c
d e f
g h i


 Encuentre
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a) det(3A) b) det(2A−1) c) det((2A)−1) d) det




a g d
b h e
c i f




30. Sin evaluar directamente, demuestre que x = 0 y x = 2, si satisfacen

∣∣∣∣∣∣

x2 x 2
2 1 1
0 0 −5

∣∣∣∣∣∣
= 0

31. Sin evaluar directamente, demuestre que




b + c c + a b + a
a b c
1 1 1


 = 0

32. ¿Para cuál valor, o cuáles valores de k, A no es inversible?

a)

[
k − 3 −2
−2 k − 2

]
b)




1 2 4
3 1 6
k 3 2




33. Suponga que A y B son matrices de n×n. Demuestre que si A es inversible, entonces
det(B) = det(A−1BA)

34. a) Encuentre una matriz A de 3× 3 diferente de cero tal que A = AT

b) Halle una matriz A de 3× 3 diferente de cero tal que A = −AT

35. Pruebe que (AT BT )T = BA

36. Se dice que una matriz cuadrada A es simétrica si AT = A y antisimétrica si
AT = −A. Demuestre que si B es una matriz cuadrada, entonces:

a) BBT y B + BT son simétricas

b) B −BT es antisimétrica

37. Sea

A =




1 6 −3
−2 7 1
3 −1 4



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a) Encuentre todos los menores.

b) Halle todos los cofactores.

38. Sea

A =




4 0 4 4
−1 0 1 1
1 −3 0 3
6 3 14 2




Halle

a) M13 y C13

b) M23 y C23

c) M22 y C22

d) M21 y C21

39. Evalué el determinante de A =




1 6 −3
−2 7 1
3 −1 4


 por medio de un desarrollo por

cofactores a lo largo de

a) el primer renglón.

b) la primera columna.

c) el segundo renglón.

d) la segunda columna.

e) el tercer renglón.

f ) la tercera columna.

40. Para la matriz A =




1 6 −3
−2 7 1
3 −1 4


, halle

a) adj(A)

b) A−1 por la adjunta.

En los siguientes 6 ejercicios, evalué det(A) por medio de un desarrollo por cofactores
a lo largo de cualquier renglón o columna que se elija.
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41. A =




0 6 0
8 6 8
3 2 2




42. A =




1 3 7
2 0 −8
−1 −3 4




43. A =




1 1 1
k k k
k2 k2 k2




44. A =




k − 1 2 3
2 k − 3 4
3 4 k − 4




45. A =




4 4 0 4
1 1 0 −1
3 0 −3 1
6 14 3 6




46. A =




4 3 1 9 2
0 3 2 4 2
0 3 4 6 4
1 −1 2 2 2
0 0 3 3 3




47. Sea A =




1 3 1 1
2 5 2 2
1 3 8 9
1 3 2 2




a) Evalué A−1 aplicando el método por determinantes y cofactores (adjunta).

b) Evalué A−1 aplicando las operaciones elementales por filas.

c) ¿Cuáles de los dos métodos implica menos cálculos?

48. Pruebe que si A es una matriz triangular superior inversible, entonces A−1 es trian-
gular superior.

49. Demuestre que si una matriz cuadrada A satisface

A3 + 4A2 − 2A + 7I = 0
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Entonces AT también satisface la misma relación.

50. Pruebe que si A es inversible, entonces adj(A) es inversible y

[adj(A)]−1 = 1
det(A)

A = adj(A−1)

51. Demuestre que si A es una matriz de n× n, entonces

det[adj(A)] = [det(a)]n−1
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CAṔITULO 3

Sistemas de Ecuaciones.

3.1. Introducción.

En esta sección se da la terminoloǵıa básica y se analiza un método para resolver los
sistemas de ecuaciones lineales.

Una recta en el plano xy se puede representar algebraicamente mediante una ecuación
de la forma

a1x + a2y = b

Una ecuación de este tipo se conoce como ecuación lineal en las variables x y y. En forma
general, se define una ecuación lineal en las n variables x1, x2, · · · , xn como aquella
que se puede expresar en la forma

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

en donde a1, a2, · · · , an y b son constantes, que podemos considerar como reales.

Ejemplo.

Las siguientes son ecuaciones lineales:

3x− 2y = −5 x1 + 3x2 − 8x3 + x4 − 5x5 = 3

y =
√

3x− 2

3
z + 2 x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn = −1

67
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Note que una ecuación lineal no comprende productos o ráıces de variables. Todas las
variables se presentan únicamente a la primera potencia y no aparecen como argumento
para funciones trigonométricas, logaŕıtmicas o exponenciales. Las que que siguen no son
ecuaciones lineales:

x + 3y3 = −3 2x + y − 3z − xz = 1

y − sen(x) = 1 2x1 −√x2 + 3x3 = 0

Una solución de una ecuación lineal a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b es una sucesión de
n números s1, s2, · · · , sn, tales que la ecuación se satisface cuando se hace la sustitución
x1 = s1, x2 = s2, · · · , xn = sn. El conjunto de todas las soluciones de la ecuación es su
conjunto solución.

Ejemplo.

Hallar el conjunto solución de cada una de las siguientes ecuaciones:

1. 4x− 2y = 1

Note que una solución es

x = 0, y = −1

2

que se da la identidad.

Si x = 1
4
, y = 0, también es solución de la ecuación.

La pregunta es ¿Cuántas soluciones tiene esta ecuación?

la forma correcta de poder encontrar las soluciones es despejar una variable, que en
este caso despejaremos la variable x

x =
1

2
y +

1

4

de donde, observemos que x depende del valor que adopte y, entonces si y asume
un valor fijo, digamos y = 1, entonces x también asumirá otro valor fijo, que en
este caso es x = 3

4
que es una solución de nuestra ecuación, que en este caso es una

tercera solución que estamos encontrando.

si hacemos que y = t, donde t ∈ R, entonces:

x =
1

2
t +

1

4

Esta es una formula que nos proporciona todas las soluciones de una ecuación lineal,
haciendo variar (dando valores arbitrarios a t) a t.
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Aśı la solución de nuestra ecuación es:

x =
1

2
t +

1

4
, y = t ∀t ∈ R

2. x1 − 4x2 + 7x3 = 5

Razonando de manera análoga, despejamos x1

x1 = 5 + 4x2 − 7x3

donde x1 depende de los valores de x2 y x3, entonces si x2 = s y x3 = t, se obtiene,
la solución de la ecuación:

x1 = 5 + 4s− 7t, x2 = s, x3 = t ∀s, t ∈ R

Se debe de tomar muy en cuenta el siguiente teorema.

Teorema.

Consideremos la ecuación lineal ax = b

1. Si a 6= 0, x = b/a es solución única de ax = b.

2. Si a = 0, pero b 6= 0, ax = b no tiene solución.

3. Si a = 0 y b = 0, todo escalar k es solución de ax = b.

Demostración.- 1. Supongamos que a 6= 0. Entonces existe el escalar b/a. Sustituyendo
b/a en ax = b se obtiene

a(b/a) = b, o b = b

por consiguiente, b/a es una solución. Por otra parte, supongamos que x0 es solución
de ax = b, de forma que ax0 = b. Multiplicando ambos miembros por 1/a se obtiene
x0 = b/a. De aqúı b/a es la única solución de ax = b.

2. Sea a = 0. Entonces, para todo escalar k, tenemos ak = 0k = 0.
Si b 6= 0, entonces ax 6= b, de donde k no es solución de ax = b.

3. Si b = 0, entonces ak = b (por la consideración de k anteriormente) que nos dice
que cualquier escalar k es una solución de ax = b.

Un conjunto finito de ecuaciones lineales , en las variables x1, x2, · · ·xn se conoce
como sistema de ecuaciones lineales o sistema lineal. Una sucesión de números
s1, s2, · · · , sn es una solución del sistema si

x1 = s1, · · · , xn = sn
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es una solución de toda ecuación en tal sistema. Por ejemplo, el sistema:

4x1 − x2 + 3x3 = −1 3x1 + x2 + 9x3 = −4

tiene solución x1 = 1, x2 = 2, x3 = −1, puesto que estos valores satisfacen las dos ecua-
ciones. Sin embargo, x1 = 1, x2 = 8, x3 = 1 no es una solución del sistema, ya que estos
valores sólo satisfacen la primera de las dos ecuaciones del sistema.

No todos los sistemas de ecuaciones lineales tienen soluciones. Por ejemplo, si se
multiplica la segunda ecuaciones del sistema

x + y = 4
2x + 2y = 6

por 1/2, es evidente que no hay solución alguna, ya que las dos ecuaciones del sistema
resultante

x + y = 4
x + y = 3

se contradicen entre śı.

Cuando un sistema de ecuaciones no tiene solución se dice que es inconsistente. Si
existe al menos una solución, se le denomina consistente. A fin de ilustrar las posibili-
dades que pueden presentarse al resolver sistemas de ecuaciones lineales, considérese un
sistema general de dos ecuaciones lineales en las incógnitas x y y:

a1x + b1y = c1 (a1, b1 ninguno es cero)
a2x + b2y = c2 (a2, b2 ninguno es cero)

Las gráficas de estas ecuaciones son rectas; se hará referencia a ellas como l1 y l2. Puesto
que un punto (x, y) está sobre una recta si y sólo si los números x y y satisfacen la
ecuación de la misma, las soluciones del sistema de ecuaciones corresponden a puntos de
intersección de l1 y l2. Se tiene tres posibilidades:

Las restas l1 y l2 pueden ser paralelas, en cuyo caso no existe inter-sección alguna
y, como consecuencia, no hay solución para el sistema.
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x

y

l

l2

1

Las rectas l1 y l2 pueden intersecarse en sólo un punto, en cuyo caso el sistema tiene
exactamente una solución.

l

2

1

l

X

Y

Las rectas l1 y l2 pueden coincidir, en cuyo caso existe una infinidad de puntos de
intersección y, por consiguiente un infinidad de soluciones para el sistema.

l

l

Y
1

2

X
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Aun cuando sólo se han considerado dos ecuaciones con dos incógnitas, posteriormente
se demuestra que se cumple este mismo resultado para sistemas arbitrarios; es decir,

Todo sistema de ecuaciones lineales no tiene solución alguna, tiene exactamente una
solución, o bien, una infinidad de soluciones.

Un sistema arbitrario de m ecuaciones lineales con n incógnitas se escribe

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

(∗)

en donde x1, x2, . . . , xn son las incógnitas y las aij y bi (i = 1, 2, ..., m y j = 1, 2, ..., n)
denotan constantes.

Por ejemplo, un sistema general de tres ecuaciones lineales con cuatro incógnitas se
escribe

a11x1 + a12x2 + a13x3 + a14x4 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + a34x4 = b3

El sub́ındice doble en los coeficientes de las incógnitas es una idea útil que se emplea para
establecer la ubicación del coeficiente en el sistema. El primer sub́ındice del coeficiente aij

indica la ecuación en la que se encuentra, y el segundo indica la incógnita que multiplica.
Por tanto, a12 se encuentra en la primera ecuación y multiplica a la incógnita x2.

El sistema (∗) se la puede escribir matricialmente, de la siguiente forma:



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

am1 am2 · · · amn




︸ ︷︷ ︸




x1

x2
...

xn




︸ ︷︷ ︸

=




b1

b2
...

bm




︸ ︷︷ ︸
A X B

de donde
Am×nXn×1 = Bm×1

Cuyas soluciones de X ∈ Mn×1(K) donde podemos considerar elementos de Rn

A lo largo del presente caṕıtulo la ecuación AX = B denotará un sistema de ecuaciones
donde A ∈ Mm×n(K); X ∈ Mn×1(K) y B ∈ Mm×1(K).
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Si mentalmente se mantiene presente la ubicación de los signos +, las x y los signos =
en el sistema (∗), es posible abreviar un sistema de m ecuaciones lineales en n incógnitas
escribiendo únicamente el arreglo rectangular de números:




a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn bm




Esto se conoce como matriz aumentada para el sistema (∗).
Por ejemplo. La matriz aumentada para el sistema de ecuaciones

x1 − 3x2 + 2x3 = 8
−2x1 + 4x2 − x3 = 2
3x1 + 6x2 − 4x3 = 0

es 


1 −3 2 8
−2 4 −1 2
3 6 −4 0




NOTA. Al construir una matriz aumentada, las incógnitas se deben escribir en el mismo
orden en cada cuestión.

Observación.

El siguiente sistema, es un sistema no homogéneo:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
...

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

Donde algún bi 6= 0

Y un sistema homogéneo, es de la forma:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
...

...
...

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0

Donde, todo bi = 0 y cuya ecuación matricial es: AX = 0
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3.2. Sistemas equivalentes. Operaciones Elementales.

Se dice que dos sistemas de ecuaciones lineales con las mismas incógnitas son equiva-
lentes si tienen el mismo conjunto solución. Una forma de producir un sistema que sea
equivalente a uno dado, con ecuaciones lineales L1, L2, ..., Lm, es efectuar una sucesión de
las siguientes operaciones, llamadas operaciones elementales:

E1 Intercambiar las ecuaciones i−ésima y j−ésima:

Li ↔ Lj

E2 Multiplicar la ecuación i−ésima por un escalar no nulo k:

kLi → Li, k 6= 0.

E3 Sustituir la ecuación i−ésima por ella misma más k veces la j−ésima:

(Li + kLj) → Li

Esto se enuncia formalmente en el siguiente teorema.

Teorema.

Supongamos que un sistema de ecuaciones lineales (∗) se obtiene de otro (?) median-
te una sucesión finita de operaciones elementales. Entonces (∗) y (?)tienen el mismo
conjunto solución.

Nuestro método para resolver el sistema de ecuaciones lineales (∗) consta de dos pasos:

Paso 1. Usar las operaciones elementales anteriores para reducir el sistema a uno equi-
valente más simple (en forma triangular o escalonada)

Paso 2. Usar la sustitución hacia atrás para hallar la solución del sistema más simple.

El ejemplo que sigue ilustra cómo pueden aplicarse estas operaciones para resolver sistemas
de ecuaciones lineales mediante operaciones elementales por filas. El procedimiento
es sistemático para hallar las soluciones, no es necesario preocuparse por la forma en que
se seleccionaron los pasos en este ejemplo. Es claro, que la atención debe centrarse en
comprender los cálculos y el análisis.
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Ejemplo.

A continuación en la columna de la izquierda se resuelve un sistema de ecuaciones
lineales realizando las operaciones sobre las propias ecuaciones del sistema y en la columna
de la derecha, se resuelve el mismo sistema realizando las operaciones sobre los renglones
de la matriz aumentada.

x + y + 2z = 9
2x + 4y − 3z = 1
3x + 6y − 5z = 0




1 1 2 9
2 4 −3 1
3 6 −5 0




Sume −2 veces la primera ecuación
a la segunda para obtener:

Sume −2 veces el primer renglón
al segundo para obtener:

x + y + 2z = 9
2y − 7z = −17

3x + 6y − 5z = 0




1 1 2 9
0 2 −7 −17
3 6 −5 0




Sume −3 veces la segunda ecuación
a la tercera para obtener:

Sume −3 veces el primer renglón
al tercero para obtener:

x + y + 2z = 9
2y − 7z = −17
3y − 11z = −27




1 1 2 9
0 2 −7 −17
0 3 −11 −27




Multiplicar la segunda ecuación por
1/2 para obtener:

Multiplicar el segundo renglón
por 1/2 para obtener:

x + y + 2z = 9
y − 7

2
z = −17

2

3y − 11z = −27




1 1 2 9
0 1 −7

2
−17

2

0 3 −11 −27




Sume −3 veces la segunda ecuación
a la tercera para obtener:

Sume−3 veces el segundo renglón
al tercero para obtener:

x + y + 2z = 9
y − 7

2
z = −17

2

− 1
2
z = −3

2




1 1 2 9
0 1 −7

2
−17

2

0 0 −1
2

−3
2




Multiplicar la tercera ecuación por
−2 para obtener:

Multiplicar el tercer renglón por
−2 para obtener:

x + y + 2z = 9
y − 7

2
z = −17

2

z = 3




1 1 2 9
0 1 −7

2
−17

2

0 0 1 3



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Sumar −1 veces la segunda ecuación
a la primera para obtener:

Sumar −1 veces el segundo
renglón al primero para obtener:

x + 11
2
z = 35

2

y − 7
2
z = −17

2

z = 3




1 0 11
2

35
2

0 1 −7
2
−17

2

0 0 1 3




Sumar −11
2

veces la tercera ecuación
a la primera y 7

2
veces la tercera

ecuación a la segunda para obtener:

Sumar −11
2

veces el tercer renglón
al primero y 7

2
veces el tercer

renglón al segundo para obtener:

x = 1
y = 2

z = 3




1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3




Ahora es evidente la solución:

x = 1, y = 2 z = 3

NOTA.- Todas los sistemas de ecuaciones lineales y las matrices escritas en el ejemplo,
son equivalentes entre si.

3.3. Eliminación Gaussiana.

Es un procedimiento sistemático para resolver sistemas de ecuaciones lineales; se basa
en reducir la matriz aumentada a una forma que sea lo suficientemente simple (matriz
escalonada o matriz reducida) como para que el sistema de ecuaciones se pueda
resolver por observación, ya sea esta por operaciones elementales fila o columna.

En el anterior ejemplo, se obtuvo la matriz aumentada:



1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3




a partir de la cual la solución del sistema resultó evidente, pues la matriz se encuentra en
su forma escalonada reducida por filas.

Cuya solución viene dada por:

x = 1, y = 2 z = 3
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que también la podemos representar de la siguiente manera:




x
y
z


 =




1
2
3




o
(x, y, z) = (1, 2, 3)

que estas formas de expresarlas nos serán muy útil en los siguientes caṕıtulos.

El siguiente ejemplo muestra una forma de resolver un sistema de ecuaciones lineales
mediante la eliminación de Gauss-Jordan, se realizará las operaciones elementales por
filas, que también es aplicable las operaciones elementales por columna.

Ejemplo.

Resolver el siguiente sistema por medio de la eliminación de Gauss-Jordan.

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x5 = 0
2x1 + 6x2 − 5x3 − 2x4 + 4x5 − 3x6 = −1

5x3 + 10x4 + 15x6 = 5
2x1 + 6x2 + 8x4 + 4x5 + 18x6 = 6

Solución.
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La matriz aumentada para el sistema es:




1 3 −2 0 2 0 0
2 6 −5 −2 4 −3 −1
0 0 5 10 0 15 5
2 6 0 8 4 18 6




F2+(−2)F1∼
F4+(−2)F1




1 3 −2 0 2 0 0
0 0 −1 −2 0 −3 −1
0 0 5 10 0 15 5
0 0 4 8 0 18 6




(−1)F2∼




1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 5 10 0 15 5
0 0 4 8 0 18 6




F3+(−5)F2∼
F4+(−4)F2




1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 6 2




(1/6)F4∼




1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1

3




F3↔F4∼




1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 3 1
0 0 0 0 0 1 1

3

0 0 0 0 0 0 0




F2+(−3)F3∼




1 3 −2 0 2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1

3

0 0 0 0 0 0 0




F1+(−2)F2∼




1 3 0 4 2 0 0
0 0 1 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1

3

0 0 0 0 0 0 0




El sistema correspondiente es:
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x1 + 3x2 + 4x4 + 2x5 = 0
x3 + 2x4 = 0

x6 =
1

3

(Se ha descartado la ultima ecuación, 0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 + 0x6 = 0, puesto
que será satisfecha automáticamente por las soluciones de las ecuaciones restantes). Al
despejar las variables principales, se obtiene:

x1 = −3x2 − 4x4 − 2x5

x3 = −2x4

x6 = 1
3

Asignaremos valores arbitrarios a x2 = r, x4 = s y x5 = t para todo r, s, t ∈ R, de donde,
la solución queda dada por las formulas:

x1 = −3r − 4s− 2t, x2 = r, x3 = −2s, x4 = s, x5 = t, x6 =
1

3

que también la podemos expresar de la siguiente manera, que nos será muy útil en los
siguientes caṕıtulos.




x1

x2

x3

x4

x5

x6




=




−3r − 4s− 2t
r
−2s
s
t
1
3




∀r, s, t ∈ R

Observación.

Un sistema de ecuaciones es consistente cuando tiene al menos una solución, y
es inconsistente si el sistema no tiene solución alguna.

Tomar muy en cuenta en los siguiente:

1. Cualquier operación elemental entre filas ( o columna) a la matriz aumentada del
sistema es equivalente a efectuar la operación correspondiente en el sistema mismo.

2. El sistema tiene solución si y sólo si la forma escalonada de la matriz ampliada no
tiene una fila de la forma (0, 0, · · · , 0, b) con b 6= 0.

3. En la forma canónica por filas de la matriz aumentada (excluyendo filas nulas) e
coeficiente de cada variable no libre es una entrada principal no nula igual a uno
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y es la única entrada distinta de cero es su columna; de aqúı la solución en forma
de variables libres se obtiene simplemente transfiriendo los términos de variable no
libre al otro miembro.

Se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo.

El sistema
x + y − 2z + 4t = 5
2x + 2y − 3z + t = 3
3x + 3y − 4z − 2t = 1

cuya matriz aumenta es: 


1 1 −2 4 5
2 2 −3 1 3
3 3 −4 −2 1




cuya matriz escalonada reducida equivalente por filas es:



1 1 0 −10 −9
0 0 1 −7 −7
0 0 0 0 0




La cual, como una fila es toda nula, se concluye que tiene infinitas soluciones.

Cuyas soluciones se encuentra de la siguiente forma:

x = −9− y + 10t
z = −7 + 7t

aqúı las variables libres son y y t y las no libres son x y z. Haciendo y = r y t = s donde
r, s ∈ R se tiene:

x = −9− r + 10s, y = r, z = −7 + 7s, t = s ∀r, s ∈ R

Ejemplo.

El sistema
x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 4
2x1 + 3x2 + 3x3 − x4 = 3
5x1 + 7x2 + 4x3 + x4 = 5

Cuya matriz aumentada es: 


1 1 −2 3 4
2 3 3 −1 3
5 7 4 1 5



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equivalente a la siguiente matriz




1 1 −2 3 4
0 1 7 −7 −5
0 0 0 0 −5




note que no es necesario proseguir, pues esta matriz escalonada (no reducida) nos indica
que el sistema no tiene solución. Pues tal conclusión es por la tercera fila en la matriz
escalonada cuya ecuación correspondiente es:

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = −5

que no tiene solución.

Ejemplo.

x + 2y + z = 3
2x + 5y − z = −4
3x − 2y − z = 5

Cuya matriz aumentada es: 


1 2 1 3
2 5 −1 −4
3 −2 −1 5




equivalente a la siguiente matriz escalonada reducida




1 0 0 2
0 1 0 −1
0 0 1 3




que nos dice que el sistema tiene solución única

x = 2, y = −1, z = 3

3.4. Sistemas Homogéneos de Ecuaciones

Lineales.

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos los términos
constantes son ceros; es decir, el sistema tiene la forma siguiente:
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a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
...

...
...

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0

Todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales es consistente, ya que:

x1 = 0, x2 = 0, · · · xn = 0

siempre es una solución.

Esta solución se conoce como solución trivial; si existen otras soluciones, se dice que
son soluciones no triviales.

Dado que un sistema homogéneo de ecuaciones lineales debe ser consistente, pues, se
tiene una solución o una infinidad de soluciones. Puesto que una de estas soluciones es
la trivial, es posible afirmar lo siguiente:

Para un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, se cumple exactamente una de las
siguientes proposiciones:

1. El sistema tiene sólo la solución trivial.

2. El sistema tiene infinitas soluciones no triviales además de la trivial.

Existe un caso en el que queda asegurado que un sistema homogéneo tiene soluciones
no triviales; a saber, siempre que el sistema comprende más incógnitas que ecuaciones.
Considere el siguiente ejemplo de cuatro ecuaciones con cinco incógnitas.

Ejemplo.

Resuélvese el sistema homogéneo de ecuaciones lineales, aplicando la eliminación de
Gauss-Jordan.

2x1 + 2x2 − x3 + x5 = 0
−x1 − x2 + 2x3 − 3x4 + x5 = 0
x1 + x2 − 2x3 − x5 = 0

x3 + x4 + x5 = 0

Su matriz aumentada es:



2 2 −1 0 1 0
−1 −1 2 −3 1 0
1 1 −2 0 −1 0
0 0 1 1 1 0



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Al llevar esta matriz a la forma escalonad reducida por filas, se obtiene:



1 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0




El sistema correspondiente de ecuaciones es:

x1 + x2 + x5 = 0
x3 + x5 = 0

x4 = 0

Despejando las variables principales se llega a:

x1 = −x2 − x5

x3 = −x5

x4 = 0

De donde, el conjunto solución es:

x1 = −s− t, x2 = s, x3 = −t, x4 = 0, x5 = t ∀s, t ∈ R
o 



x1

x2

x3

x4

x5




=




−s− t
s
−t
0
t




∀s, t ∈ R

Si s = t = 0, se tiene la solución trivial.

A continuación se tiene un teorema importante, cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema.

Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con más incógnitas que ecuaciones siem-
pre tiene una infinidad de soluciones.

Ejemplo.

El sistema homogéneo

x + 2y − 3z + w = 0
x − 3y + z − 2w = 0
2x + y − 3z + 5w = 0

Tiene una solución no nula porque hay cuatro incógnitas pero sólo tres ecuaciones.
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Ejemplo.

Sea el siguiente sistema

x + y − z = 0
2x − 3y + z = 0
x − 4y + 2z = 0

que es equivalente al siguiente sistema

x + y − z = 0
− 5y + 3z = 0

El sistema tiene una solución no nula (en realidad infinitas soluciones), pues si z = 5;
entonces y = 3 y x = 2. Es decir, la terna (2,3,5) es una solución particular no nula del
sistema.

Ejemplo.

Sea el siguiente sistema

x + y − z = 0
2x + 4y − z = 0
3x + 2y + 2z = 0

equivalente al siguiente sistema

x + y − z = 0
2y + z = 0

11z = 0

El sistema dado tiene la solución trivial, es decir (0, 0, 0)

Observación.

Nótese que el teorema sólo se aplica a los sistemas homogéneos. Un sistema no ho-
mogéneo con más incógnitas que ecuaciones no necesariamente es consistente, sin embargo,
si el sistema es consistente, tendrá una infinidad de soluciones.

3.5. Resolución de un Sistema por la Matriz Inversa.

En esta sección, se establece resultados acerca de los sistemas de ecuaciones lineales y
la inversibilidad de las matrices. Por lo que resolveremos n ecuaciones con n incógnitas,
que es más eficaz que la eliminación gaussiana, para ciertos tipos de problemas.
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El teorema que sigue establece algunas relaciones fundamentales entre las matrices
de n × n y los sistemas de n ecuaciones lineales en n incógnitas. Estos resultados son
sumamente importantes y se aplica en caṕıtulos posteriores.

Teorema.

Sea A ∈ Mn(K). Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. A es invertible.

2. AX = 0 tiene únicamente la solución trivial.

3. A es equivalente por filas a In

Demostración. Se probará la equivalencia al establecer la siguiente cadena de implicacio-
nes: 1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 1)

1) ⇒ 2) Por hipótesis se tiene que A es invertible y que X0 es cualquier solución
de AX = 0. Entonces:

AX0 = 0

Ahora como A es invertible, entonces existe A−1 tal que AA−1 = A−1A = I, entonces si
multiplicamos A−1 por el lado izquierdo se tiene:

A−1(AX0) = A−10

o
(A−1A)X0 = 0

o
IX0 = 0

o
X0 = 0

Aśı AX = 0 tiene sólo la solución trivial.
2) ⇒ 3) Sea AX = 0 cuyo sistema es:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
...

...
...

...
an1x1 + am2x2 + · · · + annxn = 0
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Que por hipótesis se tiene que el sistema tiene únicamente la solución tri-vial. Si se re-
suelve por la eliminación Gauss-Jordan, entonces el sistema de ecuaciones correspondiente
a la forma escalonada en los renglones reducida de la matriz aumentada será:

x1 = 0
x2 = 0

. . .

xn = 0

que su matriz aumentada es:




1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 0




descartando la ultima columna se tiene:



1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1




= In

Aśı, A es equivalente por filas a la matriz In

3) ⇒ 1) Supongamos que A es equivalente por filas a In, de modo que es posible
llevar A hacia In por una sucesión finita de operaciones elementales por filas, digamos k.
Por un teorema visto en el caṕıtulo 1, dice que de cada operación elemental, es posible
encontrar su matriz elemental, que en este caso también es finito, es decir existen k
matrices elementales

E1, E2, ..., Ek

tales que
Ek...E2E1A = In

donde E1, E2, ..., Ek son invertibles, que multiplicando de manera sucesiva y adecuada-
mente se obtiene:

A = E−1
1 E−1

2 · · ·E−1
k In = E−1

1 E−1
2 · · ·E−1

k

donde A es producto de matrices invertibles, por consiguiente A es invertible.
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Ejemplo.

Sea
x1 + 2x2 + 3x3 = 0
2x1 + 5x2 + 3x3 = 0
x1 + 8x3 = 0

Cuya matriz (aumentada) es:

A =




1 2 3
2 5 3
1 0 8




que a la vez es A es invertible, cuya inversa es:

A−1 =



−40 16 9
13 −5 −3
5 −2 −1




Por el teorema 3.5, el sistema AX = 0, tiene la solución trivial.

x1 = x2 = x3 = 0.

Teorema

Sea A ∈ Mn(K) invertible, entonces:

AX = B

tiene exactamente una solución, donde la solución es:

X = A−1B

Demostración.Notemos que X = A−1B es solución de AX = B.
Pues, AX = B, A(A−1B) = B, (AA−1)B = B, IB = B, B = B
Para que el teorema quede completamente demostrada, falta ver que la solución es

única.

Para ello, supongamos que existe otra solución, digamos X0, entonces

AX0 = B

en consecuencia X0 = A−1B = X Aśı, la solución es única.
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Ejemplo.

Sea
x1 + 2x2 + 3x3 = 5
2x1 + 5x2 + 3x3 = 3
x1 + 8x3 = 17

En forma matricial 


1 2 3
2 5 3
1 0 8




︸ ︷︷ ︸




x1

x2

x3




︸ ︷︷ ︸
=




5
3
17




︸ ︷︷ ︸
A X B

Notemos que A es invertible, cuya inversa es:

A−1 =



−40 16 9
13 −5 −3
5 −2 −1




De donde:

X = A−1B =



−40 16 9
13 −5 −3
5 −2 −1







5
3
17


 =




1
−1
2




Aśı, la solución es:
x1 = 1, x2 = −1 x3 = 2

Un problema fundamental . Sea A una matriz fija de m× n. Hállense todas las
matrices B de m× 1 tales que el sistema de ecuaciones AX = B sea consistente.

Si A es una matriz invertible, el teorema anterior resuelve este problema por completo
al afirmar que, para toda matriz B, AX = B tiene la solución única X = A−1B.

Si A no es cuadrada, o si A es cuadrada pero no invertible, entonces no se aplica el
teorema anterior. En estos casos, es conveniente poder determinar qué condiciones, si las
hay, debe satisfacer la matriz B para que AX = B sea consistente. En el ejemplo que
sigue, se ilustra cómo se puede aplicar la eliminación gaussiana a fin de determinar estas
condiciones.

Ejemplo.

Hallar b1, b2 y b3 para que el sistema

x1 + x2 + 2x3 = b1

x1 + x3 = b2

2x1 + x2 + 3x3 = b3
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sea consistente?

Solución. La matriz aumentada, es:




1 1 2 b1

1 0 1 b2

2 1 3 b3




cuya matriz escalonada es: 


1 1 2 b1

0 1 1 b1 − b2

0 0 0 b3 − b2 − b1




Para que tenga solución (sea consistente):

b3 − b2 − b1 = 0 =⇒ b3 = b2 + b1

de donde:

B =




b1

b2

b1 + b2


 ∀b1, b2 ∈ R

Nota. si b3 − b2 − b1 6= 0, el sistema no tiene solución.

Ejemplo.

Sea
ax + y + z = 2a− 1
x + ay + z = a
x + y + az = a2 − 3a + 3

(?)

De donde



a 1 1
1 a 1
1 1 a




︸ ︷︷ ︸




x
y
z




︸ ︷︷ ︸
=




2a− 1
a

a2 − 3a + 3




︸ ︷︷ ︸
A X B
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Encontremos primeramente la determinante de la matriz A.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣

a 1 1
1 a 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

0 1− a2 1− a
1 a 1
0 1− a a− 1

∣∣∣∣∣∣

= −
∣∣∣∣
1− a2 1− a
1− a a− 1

∣∣∣∣
= (1− a)2 − (a− 1)(1− a2)

= (1− a)2 + (1− a)2(1 + a)

= (1− a)2(a + 2)

Tendrá una solución única si det(A) 6= 0

∴ (?) tiene una única solución si a ∈ Rr {−2, 1}

Ahora si a = 1, se tiene:




1 1 1
1 1 1
1 1 1







x
y
z


 =




1
1
1




Cuya matriz aumentada, es: 


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1




equivalente por filas a la matriz :




1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0




de donde
x + y + z = 1

Entonces 


x
y
z


 =




1− t− s
t
s


 ∀s, t ∈ R
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∴ (?) tiene infinitas soluciones, si a = 1.

Si a = −2, se tiene: 

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2







x
y
z


 =



−5
−2
13




Su matriz aumentada es: 

−2 1 1 −5
1 −2 1 −2
1 1 −2 13




Escalonando se obtiene la siguiente matriz:




1 −2 1 −2
0 1 −1 3
0 0 0 6




∴ (?) No tiene solución, si a = −2.

3.6. Resolución de un Sistema por Cramer.

3.6.1. Teorema. (Regla de Cramer)

Si AX = B es un sistema de n ecuaciones lineales en n incógnitas tal que det(A) 6= 0,
entonces el sistema tiene una solución única. Esta solución es:

x1 =
det(A1)

det(A)
, x2 =

det(A2)

det(A)
, · · · , xn =

det(An)

det(A)

en donde Ai es la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos de la j−ésima columna
de A por los elementos de la matriz

B =




b1

b2
...
bn




Demostración. Sea AX = B un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas, como
A es cuadrada, entonces existe la adj(A) 6= 0, de donde

[adj(A)]AX = [adj(A)]B
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det(A)X = [adj(A)]B

De donde

det(A)xj =
n∑

i=1

[adj(A)]jibi

det(A)xj =
n∑

i=1

Cijbi =
n∑

i=1

biCij

Por otro lado, sea

Aj =




a11 a12 · · · a1j−1 b1 a1j+1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2j−1 b2 a2j+1 · · · a2n
...

an1 an2 · · · anj−1 bn anj+1 · · · ann




Entonces:

det(Aj) = b1C1j + b2C2j + · · ·+ bnCnj

=
n∑

i=1

biCij

De donde:
det(A)xj = det(Aj) ; j = 1, 2, . . . , n

ie.

xj =
det(Aj)

det(A)

Ejemplo.

Aplicar la regla de Cramer para resolver:

x1 + 2x3 = 6
−3x1 + 4x2 + 6x3 = 30
−x1 − 2x2 + 3x3 = 8

Solución. Notemos que:

A =




1 0 2
−3 4 6
−1 −2 3


 B =




6
30
8



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De donde si:

A =




1 0 2
−3 4 6
−1 −2 3


 ⇒ det(A) = 44 6= 0

A1 =




6 0 2
30 4 6
8 −2 3


 ⇒ det(A1) = −40

A2 =




1 6 2
−3 30 6
−1 8 3


 ⇒ det(A2) = 72

A3 =




1 0 6
−3 4 30
−1 −2 8


 ⇒ det(A3) = 152

Notar que det(A) 6= 0, entonces el sistema tiene solución única, cuyas soluciones vienen
dadas por:

x1 =
det(A1)

det(A)
=
−40

44
= −10

11

x2 =
det(A2)

det(A)
=

72

44
=

18

11

x3 =
det(A3)

det(A)
=

152

44
=

38

11

Nota.

Para resolver un sistema de n ecuaciones en n incógnitas por la regla de Cramer, se
necesita evaluar n + 1 determinantes de matrices n × n. Desde el punto de vista del
análisis matricial, para sistemas con más de tres ecuaciones, la eliminación gaussiana
resulta superior, puesto que sólo se ha de reducir una matriz aumentada de n × n + 1.
Sin embargo, la regla de Cramer da una fórmula para la solución.

3.7. PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Halle el conjunto solución para:

a) 6x− 7y = 3

b) 2x1 + 4x2 − 7x3 = 8

c) −3x1 + 4x2 − 7x3 + 8x4 = 5
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d) 2v − w + 3x + y − 4z = 0

2. Halle la matriz aumentada para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales.

a)
x1 − x2 = 0
3x1 + 4x2 = −1
2x1 − x2 = 3

b)
x1 + x3 = 1
−x1 + 2x2 − x3 = 3

c)
x1 + x3 = 1

2x2 − x3 + x5 = 2
2x3 + x4 = 3

d)

e)
x1 = 1

x2 = 2

3. Halle su sistema de ecuaciones lineales que corresponda a cada una de las matrices
aumentadas siguientes:

a)




1 0 −1 2
2 1 1 3
0 −1 2 4




b)




1 0 0
0 1 0
1 −1 1




c)

[
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

]

d)




1 0 0 0 1
0 1 0 0 2
0 0 1 0 3
0 0 0 1 4




4. ¿Para qué valor, o para que valores, de la constante k el siguiente sistema de ecua-
ciones lineales no tiene soluciones? ¿Tiene exactamente una solución? ¿Tiene una
infinidad de soluciones?

x − y = 3
2x − 2y = k
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5. Considere el sistema de ecuaciones:

x + y + 2z = a
x + z = b
2x + y + 3z = c

Demuestre que para que este sistema sea consistente, a, b y c deben satisfacer c =
a + b

6. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por medio de la eliminación de Gauss-
Jordan.

a)
x1 + x2 + 2x3 = 8
x1 − 2x2 + 3x3 = 1
3x1 − 7x2 + 4x3 = 10

b)
2x1 + 2x2 + 2x3 = 0
−2x1 + 5x2 + 2x3 = 0
−7x1 + 7x2 + x3 = 0

c)

x− y + 2z − w = −1
2x + y − 2z − 2w = −2
−x + 2y − 4z + w = 1
3x − 3w = −3

7. ¿Para que valores de a el sistema que sigue no tiene soluciones? ¿Tiene exactamente
una solución? ¿Tiene infinidad de soluciones?

x + 2y − 3z = 4
3x − y + 5z = 2
4x + y + (a2 − 14)z = a + 2

8. Resuelva el sistema de ecuaciones no lineales que sigue para los ángulos desconocidos
α, β y γ, en donde 0 ≤ α ≤ 2π, 0 ≤ β ≤ 2π y 0 ≤ γ < π

2senα − cosβ + 3tanγ = 3
4senα + 2cosβ − 2tanγ = 2
6senα − 3cosβ + tanγ = 9

9. ¿Para cuál valor, o cuáles valores, de λ el siguiente sistema de ecuaciones tiene
soluciones no triviales?

(λ− 3)x + y = 0
x + (λ− 3)y = 0
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10. En los siguientes ejercicios utilize lo siguiente; “para resolver AX = B, A tiene que
ser invertible, si es aśı, la solución de AX = B viene dada por X = A−1B”.

a)
x1 + 2x2 = 7
2x1 + 5x2 = −3

b)
3x1 − 6x2 = 8
2x1 + 5x2 = 1

c)
x1 + 2x2 + 2x3 = −1
x1 + 3x2 + x3 = 4
x1 + 3x2 + 2x3 = 3

d)
2x1 + 2x2 + x3 = 7
3x1 + 2x2 + x3 = −3

x2 + x3 = 5

e)

3w + x + 7y + 9z = 4
w + x + 4y + 4z = 7
−w − 2y − 3z = 0
−2w − x− 4y − 6z = 6

11. Sea




a 0 b 2
a a 4 4
0 a 2 b




la matriz aumentada para un sistema lineal. ¿Para cuáles valores de a y b el sistema
tiene

a) una solución única?

b) ninguna solución?

c) infinitas soluciones?

12. ¿Cuáles de las siguientes matrices está en la forma escalonada en los renglones
reducida?

a)




1 0 0
0 0 0
0 0 1




b)




0 1 0
1 0 0
0 0 0



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c)




1 1 0
0 1 0
0 0 0




d)




1 2 0 3 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0




e)




1 0 0 5
0 0 1 3
0 1 0 4




f )

(
1 0 3 1
0 1 2 4

)

13. ¿Cuáles de las siguientes matrices están en la forma escalonada en los renglones?

a)




1 2 3
0 0 0
0 0 1




b)

(
1 −7 5 5
0 1 3 2

)

c)




1 1 0
0 1 0
0 0 0




d)




1 3 0 2 0
1 0 2 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0




e)




2 3 4
0 1 2
0 0 3




f )




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




14. En cada inciso suponga que la matriz aumentada para un sistema de ecuaciones
lineales se ha llevado por medio de operaciones sobre los renglones a la forma esca-
lonada en los renglones reducida que se da. Resuelva el sistema.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



3.7. PROBLEMAS PROPUESTOS. 98

a)




1 0 0 4
0 1 0 3
0 0 1 2




b)




1 0 0 3 2
0 1 0 −1 4
0 0 1 1 2




c)




1 5 0 0 5 −1
0 0 1 0 3 1
0 0 0 1 4 2
0 0 0 0 0 0




d)




1 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




15. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por eliminación Gauss-Jordan.

a)

2x1 − 3x2 = −2

2x1 + x2 = 1

3x1 + 2x2 = 1

b)

3x1 + 2x2 − x3 = −15

5x1 + 3x2 + 2x3 = 0

3x1 + x2 + 3x3 = 11

11x1 + 7x2 = −30

c)

4x1 − 8x2 = 12

3x1 − 6x2 = 9

−2x1 + 4x2 = −6

16. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por eliminación Gauss-Jordan.

a)

5x1 + 2x2 + 6x3 = 0

−2x1 + x2 + 3x3 = 0
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b)

x1 − 2x2 + x3 − 4x4 = 1

x1 + 3x2 + 7x3 + 2x4 = 2

x1 − 12x2 − 11x3 − 16x4 = 5

17. Resuelva los sistemas que siguen, en donde a, b y c son constantes.

a)

2x + y = a

3x + 6y = b

b)

x1 + x2 + x3 = a

2x1 + 2x3 = b

3x2 + 3x3 = c

18. Describa las formas escalonadas en los renglones reducidas que sean posibles para




a b c
d e f
g h i




19. Demuestre que si ad−bc 6= 0, entonces la forma escalonada en los renglones reducida
de

(
a b
c d

)
es

(
1 0
0 1

)

20. Aplique el resultado del ejercicio 1 para demostrar que si ad − bc 6= 0, entonces el
sistema

ax + by = k

cx + dy = l

tiene exactamente una solución.

21. Resuelva el sistema homogéneo dado de ecuaciones lineales
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a)

2x1 + x2 + 3x3 = 0

x1 + 2x2 = 0

x2 + x3 = 0

b)

3x1 + x2 + x3 + x4 = 0

5x1 − x2 + x3 − x4 = 0

c)

2x1 − 4x2 + x3 + x40

x1 − 5x2 + 2x3 = 0

−2x2 − 2x3 − x4 = 0

x1 + 3x2 + x4 = 0

x1 − 2x2 − x3 + x4 = 0

d)

x + 6y − 2z = 0

2x− 4y + z = 0

22. Resuelva el sistema

x1 + 2x2 + x3 = b1

x1 − x2 + x3 = b2

x1 + x2 = b3

cuando

a) b1 = −1, b2 = 3, b3 = 4

b) b1 = 5, b2 = 0, b3 = 0

c) b1 = −1, b2 = −1, b3 = 3

d) b1 = 1
2
, b2 = 3, b3 = 1

7

23. ¿Qué condiciones deben satisfacer las bi (i=1,2,3,4) para que el sistema dado sea
consistente?

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



3.7. PROBLEMAS PROPUESTOS. 101

a)

x1 − x2 + 3x3 = b1

3x1 − 3x2 + 9x3 = b2

−2x1 + 2x2 − 6x3 = b3

b)

2x1 + 3x2 − x3 + x4 = b1

x1 + 5x2 + x3 − 2x4 = b2

−x1 + 2x2 + 2x3 − 3x4 = b3

3x1 + x2 − 3x3 + 4x4 = b4

24. Sea AX = 0 un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en n incógnitas que
tiene únicamente la solución trivial. Demuestre que si k es cualquier entero positivo,
entonces el sistema AkX = 0 también tiene solamente la solución trivial.

25. Sea AX = 0 un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en n incógnitas y
suponga que Q es una matriz inversible. Demuestre que AX = 0 sólo tiene la
solución trivial si, y sólo si, (QA)X = 0 tiene únicamente la solución trivial.

26. Demuestre que una matriz A de n× n es inversible si, y sólo si, es posible escribirla
como un producto de matrices elementales.

27. ¿Para cuál valor, ó cuales valores, de a el sistema siguiente tiene cero, una y una
infinidad de soluciones?

x1 + x2 + x3 = 4

x3 = 2

(a2 − 4)x3 = a− 2

28. Sea AX = 0 un sistema de n ecuaciones lineales en n incógnitas. Demuestre que el
sistema tiene una solución no trivial si y sólo si det(A) = 0

29. En los siguientes incisos, resuelva por medio de la regla de Cramer, cuando sea
factible aplicarla.

a)

3x1 − 4x2 = −5

2x1 + x2 = 4
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b)

4x + 5y = 2

11x + y + 2z = 3

x + 5y + 2z = 1

c)

x + y − 2z = 1

2x− y + z = 2

x− 2y − 4a = −4

d)

x1 − 3x2 + x3 = 4

2x1 − x2 = −2

4x1 − 3x3 = 0

e)

2x1 − x2 + x3 − 4x4 = −32

7x1 + 2x2 + 9x3 − x4 = 14

3x1 − x2 + x3 + x4 = 11

x1 + x2 − 4x3 − 2x4 = −4

f )

2x1 − x2 + x3 = 8

4x1 + 3x2 + x3 = 7

6x1 + 2x2 + 2x3 = 15

30. Aplique la regla de Cramer a fin de despejar z, sin despejar x, y y w.

4x + y + z + w = 6

3x + 7y − z + w = 1

7x + 3y − 5z + 8w = −3

x + y + z + 2w = 3

31. Pruebe que si det(A) = 1 y todos los elementos de A son enteros, entonces todos
los elementos de A−1 son enteros.
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32. Sea AX = B un sistema de n ecuaciones lineales en n incógnitas con coeficientes
enteros y constantes enteras. Pruebe que si det(A) = 1, entonces la solución X
tiene elementos enteros.

33. Pruebe que la ecuación de la recta que pasa por los puntos distintos (a1, b1) y (a2, b2)
se puede escribir como: ∣∣∣∣∣∣

x y 1
a1 b1 1
a1 b2 1

∣∣∣∣∣∣
= 0

34. Pruebe que (x1, y1), (x2, y2) y (x3, y3) son colineales si y sólo si

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
= 0

35. Pruebe que la ecuación del plano que pasa por los puntos no colineales (a1, b1, c1), (a2, b2, c2)
y (a3, b3, c3) se puede escribir:

∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1
a1 b1 c1 1
a2 b2 c2 1
a3 b3 c3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

36. Use determinantes para demostrar que, para todos los valores reales de γ, la única
solución de

x− 2y = γx

x− y = γy

es x = 0, y = 0

37. a) En la figura que se da al final, el área del triángulo ABC se puede expresar
como

área ABC=área ADEC + áreaCEFB - área ADFB

Aplique esto y el hecho de que el área de un trapecio es igual a 1
2

de la altura
multiplicada por la suma de los lados paralelos, para demostrar que

área ABC = 1
2

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
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Nota. En la deducción de esta fórmula, se nombran los vértices de manera
que el triángulo se recorra en sentido contrario al movimiento de las manecillas
del reloj, yendo de (x1, y1) a (x2, y2) a (x3, y3). Si el recorrido se hace en
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj, el determinante que se
obtiene conduce al negativo del área.

b) Aplique el resultado obtenido en el inciso (a) para hallar el área del triángulo
con vértices (3, 3), (4, 0), (−2,−2)

,y

Y

X

A

C

B

(

( (
x

x

x
1 2

3,y

,y
1) 2

3)

)
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CAṔITULO 4

Espacios Vectoriales.

4.1. Introducción.

Estudiaremos la estructura de Espacios Vectoriales (E.V.), la cual es en esencia una
generalización del espacio Rn, es por esta razón que este será nuestro principal modelo de
E.V., en realidad los E.V. que nos interesan son los de dimensión finita, los cuales son en
esencia idénticos a Rn .

Se utilizará la siguiente notación:

K el cuerpo de los escalares.

a, b, c o k los elementos de K.

V es espacio vectorial.

u, v, w los elementos de V .

Observación. No se pierde esencia si K es R o C.

4.2. Espacios Vectoriales.

Definición.

Sea K un cuerpo dado y V 6= ∅.
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V recibe el nombre de espacio vectorial sobre K (y los elementos de V se llaman
vectores) si u, v, w ∈ V y α, β ∈ K satisfacen los siguientes axiomas:

A1. Clausura:

u + v ∈ V

A2. Asociativa:

(u + v) + w = u + (v + w)

A3. Conmutativo:

u + v = v + u

A4. Neutro Aditivo:
Existe e = 0 ∈ V tal que ∀v

v + e = e + v = v

A5. Inverso Aditivo:
Existe u′(= −u) ∈ V

u + u′ = u′ + u = 0

D. Distributividad:

α · (u + v) = α · u + α · v
(α + β) · u = α · u + β · u

P1. Clausura:

α · u ∈ V

P2. Asociativa:

(α · β) · u = α · (β · u)

P3. Nuetro Multiplicativo:

1 · v = v

Los axiomas precedentes se desdoblan de forma natural en dos categoŕıas:

1. Las Ai (i = 1, ..., 5) atañen únicamente a la estructura aditiva de V , y puede resu-
mirse diciendo que V es un grupo conmutativo bajo la suma.

De donde concluimos que cualquier suma de vectores de la forma

u1 + u2 + · · ·+ um

no requiere paréntesis y no depende del orden de los sumandos.
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Observación.

El vector cero es único.

El inverso aditivo de u es −u y es único.

Se cumple la ley de la cancelación

ie. u + w = v + w ⇒ u = v

La resta se define, de la siguiente forma:

u− v = u + (−v)

2. Los Mi (i = 1, 2, 3) y D se refieren a la “acción” del cuerpo K sobre V (Producto
de un vector por un escalar)

Empleando los axiomas adicionales probaremos las siguientes propiedades elementales
de un E.V.

Teorema.

Sea V un E.V. sobre un cuerpo K.

1. ∀α ∈ K, 0 ∈ V ; α · 0 = 0

2. ∀u ∈ V, 0 ∈ K; 0 · u = 0

3. si α · u = 0 ⇒ α = 0 ó u = 0 donde α ∈ K, u ∈ V

4. ∀α ∈ K, ∀u ∈ V ⇒ (−α)u = α(−u) = −αu

Demostración.-

1. Por A4, con v = 0 se tiene 0 + 0 = 0, y por D.

α · 0 = α · (0 + 0) = α · 0 + α · 0
sumando −α · 0 a ambos miembros, se tiene:

α · 0 = 0

2. Una propiedad de K es 0 + 0 = 0, y por D, se tiene:

0 · u = (0 + 0) · u = 0 · u + 0 · u
sumando −0 · u a ambos miembros, se tiene:

0 · u = 0
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3. Supongamos que α 6= 0 tal que α ·u = 0, entonces existe α−1 ∈ K tal que α ·α−1 = 1

Entonces:
u = 1 · u = (α · α−1) · u = α−1 · (α · u) = α−1 · 0 = 0

Aśı:
u = 0

4. a) Como u + (−u) = 0, entonces:

0 = α0 = α[u + (−u)] = αu + α(−u)

es decir:
0 = αu + α(−u)

sumando −(αu) miembro a miembro, se tiene:

−αu = α(−u)

b) Como α + (−α) = 0, entonces:

0 = 0u = [α + (−α)]u = αu + (−α)u

ie.
0 = αu + (−α)u

sumando −(αu) miembro a miembro, se tiene:

−αu = (−α)u

∴ α(−u) = (−α)u = −αu

Observación.

Es importante notar que un E.V. es un conjunto V (V 6= Ø) y un campo K (K con
dos operaciones + y ·), es decir al conjunto V se le puede asociar otro campo K1

(K1 con otras operaciones), no existe una sola forma de hacer a V un E.V.

Si V es un E.V. sobre el campo K con las operaciones +, · escribiremos (VK , +, ·)
si las operaciones se asumen conocidas, escribiremos VK

Las operaciones de E.V. tienen una interpretación geométrica.
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0
u

v

u+v

0

u

au

4.3. Ejemplos de E.V.

Se debe tener presente que, en la definición de espacio vectorial, no se especifica la
naturaleza de los vectores ni la de las operaciones. Cualquier clase de objetos que se
desee puede servir como vectores; todo lo que se requiere es que se satisfagan los axiomas
de los espacios vectoriales. Los ejemplos que siguen dan cierta idea de la diversidad
de espacios vectoriales posibles, que en algunos casos se omite la demostración por ser
simples.

Espacio Rn

Dado n ∈ N el conjunto

Rn = {(a1, a2, ..., an)/a1, ..., an ∈ R}

se denomina E.V. Euclidiano n−dimensional.

Este efectivamente es un E.V. sobre el campo R con las operaciones:

u + v = (u1, ..., un) + (v1, ..., vn) = (u1 + v1, ..., un + vn)

α · v = α(v1, ..., vn) = (αv1, ..., αvn)

Observación.

Si n = 1, entonces R es un E.V. sobre si mismo.

Si n = 2, entonces R2 es el plano euclidiano.

Si n = 3, R3 es el espacio euclidiano tridimensional.

Espacios de Matrices Mm×n (Mm×n(K), +, ·)
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El conjunto (Mm×n(K), +, ·) donde “ + ” es la suma de matrices y “ · ” es el producto
de un escalar por una matriz, es también un E.V.

Espacio de Polinomios P (t)

Sea P (t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · ·+ antn, donde ai ∈ K (para algún campo K)

Entonces P (t) es un E.V. sobre K.
Donde:

+ la suma de polinomios.

· un polinomio por una constante.

tal que
0 = 0(t) = 0 + 0t + 0t2 + · · ·+ 0tn

y
−P (t) = −a0 − a1t− · · · − antn

para P (t)

Espacio de Funciones F(X,K)

Sea X 6= Ø y sea K un campo.

Definimos:
F(X, K) = {f/f : X → K}

donde:

La suma de dos funciones:

Si f, g ∈ F(X,K), entonces f + g ∈ F(X,K)

Definida por:
(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ X
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x

f

g

f+g

xf

g

( )

(x)

f( )x(g+)x

Si α ∈ K y f ∈ F(X, K), entonces αf ∈ F(X, K)

Definida por:
(αf)(x) = αf(x) ∀x ∈ X

x

f

xf( )

f( )x

kf

k

Aśı F(X, K) en un E.V. sobre el campo K.

Nota.

El vector cero en F(X, K) es la función cero:

0 = 0(x) ∀x ∈ X

∀f ∈ F(X, K) ⇒ ∃!(−f) ∈ F(X, K) tal que:

(−f)(x) = −f(x) ∀x ∈ X

Si R = K, entonces F(X, K) = F(X)
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4.4. Subespacios.

De aqúı en adelante V denotará un E.V. sobre K, el cual K puede ser R ó C.

Consideremos W ⊆ V , donde V es un E.V.
El conjunto W hereda de forma natural las propiedades A2, A3, P2, P3, D pues son

propiedades generales respecto a los elementos de V .

Las otras propiedades, en general no se hereda, por ejemplo:

Sea
W = {(1, b)/b ∈ R} ⊆ R2

es claro que 0 /∈ W y a la vez si (1, 1) ∈ W , entonces @u ∈ W/(1, 1) + u = 0

Pues u = (−1,−1) /∈ W

Dado W ⊆ V nos interesa que condiciones debe cumplir W sobre K con las operaciones
de V para que sea un E.V. dentro de V .

Definición.

Sea W ⊆ V (V es E.V. sobre K)

W se denomina subespacio (S.E.) de V (W ≤K V ó W ≤ V ) si a su vez es un E.V.
sobre K con respecto a las operaciones de V , suma vectorial y producto por un escalar.

Un criterio simple para identificar subespacios, es el siguiente teorema.

Teorema.

Supongamos que W ⊆ V (V es E.V.)

Entonces W es un S.E. de V si y sólo si cumple:

1. 0 ∈ W

2. ∀u, v ∈ W ⇒ u + v ∈ W

3. ∀k ∈ K, ∀u ∈ W ⇒ ku ∈ W

Demostración.
⇒) Se cumple de manera inmediata.
⇐)Sabemos que cumple A2, A3, P2, P3, D.

Pd. que cumpla A1, A4, A5, M1

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



4.4. SUBESPACIOS. 114

M1 cumple por 3.
A1 cumple por 2.
A4 ∃0 ∈ W (por 1) ⇒ 0 + v = v ∈ W
A5 k = −1,⇒ (−1)v = −v ∈ W ⇒ v + (−v) = 0 ∈ W

∴ W es S.E. de V .

Las condiciones 2 y 3 del teorema puede combinarse en una sola.

Corolario.

W ≤ V si y sólo si:

1. 0 ∈ W (W 6= Ø)

2. au + bv ∈ W ∀a, b ∈ K, ∀u, v ∈ W

Demostración.
⇒) Se cumple de manera inmediata.
⇐) 0 ∈ W cumple por 1 del corolario.
Para 2 (del teorema) si a = b = 1 ⇒ 1u + 1v = u + v ∈ W
Para 3 (del teorema) ku = ku + 0v ∈ W ⇒ ku ∈ W

∴ W ≤ V

Observación.

Todo E.V. V tiene al menos dos subespacios.

1. El propio V ≤ V

2. {0} ≤ V subespacio cero.

Ejemplo.

Sea W cualquier plano que pasa por el origen, de donde notemos lo siguiente:

0 ∈ W , pues W es el plano que pasa por el origen.

Supongamos que u, v ∈ W , entonces u + v ∈ W por que es la diagonal del parale-
logramo determinado por u y v.

ku ∈ W ; ∀k ∈ K, pues ku es una recta que contiene a u.

∴ W es un S.E. de R3.
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Observación.

No es dif́ıcil demostrar que:

Las rectas que pasan por el origen son subespacios de R3.

Los únicos subespacios de R3 son: {0},R3, rectas que pasan por el origen, planos
que pasan por el origen.

Los únicos S.E. de R2 son: {0},R2, las rectas que pasan por el origen.

Ejemplo.

Sea

W =

{[
0 a12

a21 0

]
/a12, a21 ∈ K

}

Demuestre, que: W ≤ M2×2(K)

Solución.
Es claro que 0 ∈ W .

Sea:

A =

[
0 a12

a21 0

]
, B =

[
0 b12

b21 0

]

Entonces:

A + B =

[
0 a12 + b12

a21 + b21 0

]
∈ W

Sea k ∈ K, entonces:

kA =

[
o ka12

ka21 0

]
∈ W

∴ W S.E. de M2×2(K)

Ejemplo.

Sea

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm
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ó AX = B, se dice que un vector

S =




s1

s2
...
sn


 ∈ R

n

es un vector solución del sistema, si:

x1 = s1, x2 = s2, · · · , xn = sn

es una solución de tal sistema.

Probaremos que el conjunto de vectores solución de un sistema homogéneo es un S.E.
de Rn

Sea A ∈ Mm×n(K) y

W = {X ∈ Mm×1(K)/AX = 0}

De donde:

1. 0 ∈ W , pues es la solución trivial.

2. Si X ∈ W y X ′ ∈ W , entonces:

AX = 0 y AX ′ = 0

De donde
A(X + X ′) = AX + AX ′ = 0 + 0 = 0

∴ X + X ′ ∈ W

3. A(kX) = k(AX) = k0 = 0
∴ kX ∈ W

∴ W es S.E. de Rn

Nota.

El S.E. W se denomina espacio solución del sistema AX = 0.
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4.5. Subespacio Generado.

Definición.

Se dice que un vector w es una combinación lineal de los vectores v1, v2, ..., vr si se
puede expresar en la forma:

w = k1v1 + k2v2 + · · ·+ krvr

en donde k1, k2, ..., kr son escalares.

Observación.

En particular si S = {v1, ..., vr} ⊆ V , S finito, diremos que un vector w es un combi-
nación lineal (C.L.) de los elementos de S, si existen escalares k1, ..., kr ∈ K tal que

k1v1 + · · ·+ krvr = w

Ejemplo.

Sea u = (1, 2− 1) y v = (6, 4, 2) en R3.

Demuestre que w = (9, 2, 7) es C.L. de u y v y que w′ = (4,−1, 8) no es C.L. de u y v.

Solución.
Para que w sea C.L. de u y v, debe de existir escalares k1, k2 tal que:

w = k1u + k2v

es decir:

(9, 2, 7) = k1(1, 2,−1) + k2(6, 4, 2)

= (k1 + 6k2, 2k1 + 4k2,−k1 + 2k2)

al igualar componentes correspondientes se tiene:

9 = k1 + 6k2

2 = 2k1 + 4k2

7 = −k1 + 2k2

resolviendo, se tiene:
k1 = −3, k2 = 2

de modo que :
w = −3u + 2v
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De manera análoga para w′, se tiene:

4 = k1 + 6k2

−1 = 2k1 + 4k2

8 = −k1 + 2k2

el sistema es inconsistente (no tiene solución).

∴ No existen escalares.

∴ w′ no es C.L. de u y v.

Observación.

Un conjunto de vectores {v1, ..., vr} en un espacio vectorial V , en general puede
generar o no a V .

Si lo genera, entonces todo vector en V es expresable como una C.L. de v1, v2, ..., vr

y si no lo genera, entonces algunos vectores se pueden expresar mediante tal com-
binación, mientras que otros no.

Nota.

El conjunto w = {e1, e2, ..., en} ⊆ Rn, donde:

e1 = (1, 0, 0, ..., 0)

e2 = (0, 1, 0, ..., 0)

e3 = (0, 0, 1, ..., 0)

...

en = (0, 0, 0, ..., 1)

es un conjunto de generadores de Rn, pues dado (a1, a2, ..., an) ∈ Rn, entonces, es posible
escribir:

(a1, a2, ..., an) = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen =
n∑

i=1

aiei

El siguiente teorema indica que si se agrupan todos los vectores en V que son expre-
sables como combinaciones lineales de v1, ..., vr, entonces se obtiene un subespacio de V .
Este subespacio se denomina espacio lineal generado por {v1, ...vr} o más simplemente,
espacio generado por {v1, ..., vr}.
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Teorema.

Si v1, ..., vr son vectores en un espacio vectorial V , entonces:

1. El conjunto W de todas las C.L. de v1, ..., vr es un subespacio de V .

2. W es el subespacio más pequeño de V que contiene a v1, ..., vr en el sentido de que
cualquier otro subespacio de V que contenga a v1, ..., vr debe contener a W .

Ejemplo.

Sea
S = {(1,−1, 2), (0, 1, 1), (−1, 2,−1), (−2, 3,−3), (0, 2, 2)} ⊆ R3

Sea v ∈ W (W es generador de R3) si y sólo si, existen escalares x1, x2, x3, x4, x5 tales
que: 


v1

v2

v3


 = x1




1
−1
2


 + x2




0
1
1


 + x3



−1
2
−1


 + x4



−2
3
−3


 + x5




0
2
2




de donde:
x1 − x3 − 2x4 = v1

−x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + 2x5 = v2

2x1 + x2 − x3 − 3x4 + 2x5 = v3

Escalonando se tiene:



1 0 −1 −2 0 | v1

−1 1 2 3 2 | v2

2 1 −1 −3 2 | v3


 ∼




1 0 −1 −2 0 | v1

0 1 1 1 2 | v1 + v2

0 0 0 0 0 | −3v1 − v2 + v3




Este sistema tiene solución si:
−3v1 − v2 + v3 = 0

ó

v1 =
−v2 + v3

3

Sea t = v2, r = v3 ⇒ v1 = −t+r
3

∀t, r ∈ R
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Es decir:



v1

v2

v3


 =



−t+r

3

t
r




=



− t

3

t
0


 +




r
3

0
r




= t



−1

3

1
0


 + r




1
3

0
1


 ∀t, r ∈ R

Aśı:

W = {(−1

3
, 1, 0), (

1

3
, 0, 1)}

∴ W genera a R3

Hemos encontrado un conjunto más simple que genera el mismo espacio que S, aún
queda por determinar si este conjunto es el más pequeño posible.

4.6. Dependencia e Independencia Lineal.

El problema de encontrar los conjuntos generadores más pequeños para un E.V. de-
pende de la noción de independencia lineal, la cual se estudia es esta sección.

Si S = {v1, ..., vr} es un conjunto de vectores, entonces la ecuación vectorial

k1v1 + k2v2 + · · ·+ krvr = 0

tiene al menos una solución, a saber

k1 = 0, k2 = 0, ..., kr = 0

si esta es la única solución, entonces S recibe el nombre de conjunto linealmente inde-
pendiente (L.I.).

Si hay otras soluciones (aparte de la trivial), entonces se dice que S es un conjunto
linealmente dependiente (L.D.).
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Ejemplo.

El conjunto de vectores S = {v1, v2, v3} en donde:

v1 = (2,−1, 0, 3), v2 = (1, 2, 5,−1), v3 = (7,−1, 5, 8)

es L.D.

Pues
3v1 + v2 − v3 = 0

Observación.

1. Si 0 es uno de los vectores v1, ..., vr digamos v1 = 0, los vectores deben ser L.D.,
pues:

1v1 + 0v2 + · · ·+ 0vr = 1 · 0 + 0 + · · ·+ 0 = 0

(y el coeficiente de v1 6= 0)

2. Cualquier vector no nulo v es por si sólo L.I. debido a que:

kv = 0; v 6= 0 ⇒ k = 0

3. Si dos de los vectores v1, ..., vr son iguales, o si uno es un múltiplo escalar de otro,
digamos v1 = kv2, los vectores son L.D., pues:

v1 − kv2 + 0v3 + · · ·+ 0vr = 0

y el coeficiente de v1 no es 0.

4. Dos vectores v1 y v2 son L.D. si y sólo si uno de ellos es múltiplo del otro.

5. Si el conjunto {v1, ..., vr} es L.I., cualquier reordenación de los vectores {vi1 , vi2 , ..., vir}
también es L.I.

6. Si un conjunto S de vectores es L.I. necesariamente lo es cualquier subconjunto de
S. Alternativamente, si S contiene un subconjunto L.D., S es L.D.

7. En R3, la dependencia lineal de vectores, geométricamente es:

v

u
u

v

w
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u y v son L.D. u, v y w son L.D.

Ejemplo.

Los polinomios:

p1 = 1− x, p2 = 5 + 3x− 2x2, p3 = 1 + 3x− x2

forma un conjunto L.D. (en P2), pues:

3p1 − p2 + 2p3 = 0

Ejemplo.

Consideremos los vectores e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) y e3 = (0, 0, 1) en R3.
De donde:

k1e1 + k2e2 + k3e3 = 0

De donde:
(k1, k2, k3) = (0, 0, 0)

En consecuencia S = {e1, e2, e3} es L.I.

Generalizando, se tiene:

e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), ..., e3 = (0, 0, ..., 1)

forma un conjunto L.I. en Rn.

Ejemplo.

Determine si:
v1 = (1,−2, 3), v2 = (5, 6,−1), v3 = (3, 2, 1)

forma un conjunto L.D. o L.I.

Solución.
Tómese la ecuación vectorial

k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0

ó
k1(1,−2, 3) + k2(5, 6,−1) + k3(3, 2, 1) = (0, 0, 0)

ó
(k1 + 5k2 + 3k3,−2k1 + 6k2 + 2k3, 3k1 − k2 + k3) = (0, 0, 0)
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de donde, se tiene el siguiente sistema:

k1 + 5k2 + 3k3 = 0
−2k1 + 6k2 + 2k3 = 0
3k1 − k2 + k3 = 0

Notemos que:

{v1, v2, v3} es L.D. si el sistema tiene la solución no trivial.

{v1, v2, v3} es L.I. si el sistema tiene sólo la solución trivial.

Resolviendo, se tiene:

k1 = −1

2
t, k2 = −1

2
t, k3 = t ∀t ∈ R

cuyas soluciones son no triviales.

∴ {v1, v2, v3} es L.D.

Opcional.

Si

∣∣∣∣∣∣

1 5 3
−2 6 2
3 −1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒ no es inversible, ⇒ tiene las soluciones no triviales.

Ejemplo.

Sea
S = {(1, 2,−1), (2, 1, 1), (1, 2, 1) ⊂ R3

vamos a determinar si el L.I.

Solución.
Por definición

k1(1, 2,−1) + k2(2, 1, 1) + k3(1, 2, 1) = (0, 0, 0)

de donde:
k1 + 2k2 + k3 = 0
2k1 + k2 + 2k3 = 0
−k1 + k2 + k3 = 0

Notemos 


1 2 1
2 1 2
−1 1 1


 ∼




1 0 0
0 1 0
0 0 1




Cuya ecuación tiene sólo la solución trivial.

∴ S es L.I.
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4.7. Bases y Dimensiones.

Por lo común, se concibe una recta como un espacio unidimensional, un plano como un
bidimensional y el espacio que lo rodea a uno como tridimensio-nal. El objetivo principal
de esta sección es precisar esta noción intuitiva de dimensión.

Definición.

Si V es cualquier E.V. y S = {v1, ..., vr} es un conjunto finito de vectores en V ,
entonces S se denomina base para V si:

1. S es L.I.

2. S genera a V .

Ejemplo.

Sean:
e1 = (1, ..., 0), ..., en = (0, ..., 1)

es un conjunto L.I. en Rn y como cualquier vector v = (v1, ..., vn) ∈ Rn, se puede escribir
como:

v = v1e1 + · · ·+ vnen

entonces, e1, ..., en genera a Rn

∴ {e1, ..., en} es una base, esta base se
conoce como base estándar para Rn.

Ejemplo.

Sea:
v1 = (1, 2, 1), v2 = (2, 9, 0), v3 = (3, 3, 4)

Demuestre que el conjunto S = (v1, v2, v3) es una base de R3.

Solución.
Para demostrar que S genera a R3, es necesario demostrar que un vector arbitrario

b = (b1, b2, b3) se pueda expresar como combinación lineal de los vectores de v1, v2, v3.

ie.
b = k1v1 + k2v2 + k3v3

equivalente a:
(b1, b2b3) = k1(1, 2, 1) + k2(2, 9, 0) + k3(3, 3, 4)
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ó
k1 + 2k2 + 3k3 = b1

2k1 + 9k2 + 3k3 = b2

k1 + 4k3 = b3

Para demostrar que S genera a V , se debe demostrar que el sistema tiene una solución,
para todo b = (b1, b2, b3).

Por otro lado, probar que S el L.I., es necesario demostrar que la única solución de:

k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0

es
k1 = k2 = k3 = 0

Escribiendo en el siguiente sistema:

k1 + 2k2 + 3k3 = 0
2k1 + 9k2 + 3k3 = 0
k1 + 4k3 = 0

el sistema tiene únicamente la solución trivial.

Pues, sea

A =




1 2 3
2 9 3
1 0 4




como det(A) 6= 0, entonces A es invertible, y como A es invertible, concluimos que AX = 0
tiene la solución trivial, en consecuencia AX = B es consistente.

Donde:

X =




k1

k2

k3


 , B =




b1

b2

b3




∴ S es L.I.

∴ S genera a R3

∴ S es una base de R3.
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Ejemplo.

El conjunto S = {1, x, ..., xn} es una base para el E.V. Pn.

En efecto, recordemos que S genera a Pn.

Veamos si S es L.I.

Para ello, consideremos:

c0 + c1x + · · ·+ cnxn = 0

como se da la identidad, se concluye que

c0 = c1 = · · · = cn = 0

∴ S es L.I.

∴ S es base de Pn, esta base es considerada base estándar para Pn

Ejemplo.

Sea:

M1 =

[
1 0
0 0

]
,M2 =

[
0 1
0 0

]
,M3 =

[
0 0
1 0

]
,M4 =

[
0 0
0 1

]

el conjunto S = {M1,M2,M3,M4} es una base para el E.V. M2(R).

En efecto, veamos que si cumple lo siguiente:

S es L.I., pues:
aM1 + bM2 + cM3 + dM3 = 0

entonces:
a = b = c = d = 0

S genera a V = M2(R), pues:

Sea:

B =

[
a b
c d

]

entonces:
B = aM1 + bM2 + cM3 + dM4

∴ S es base de M2(R).
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Observación.

Se dice que un E.V. V es de dimensión finita n o que es n−dimensional escrito por

dim(V ) = n

Si S es finito. (ie. S = {v1, ..., vn})

Ejemplo.

Los ejemplos anteriores son de dimensión finita.

Teorema.

Si S = {v1, ..., vr} es una base para un espacio vectorial V , entonces todo conjunto,
con más de r vectores es L.D.

Teorema.

Dos bases cualesquiera para un E.V. de dimensión finita tiene el mismo número de
vectores.

Ejemplo.

La base estándar de Rn contiene n vectores, por consiguiente, toda base para Rn

contiene n vectores.
∴ dim(Rn) = n

Ejemplo.

La base de Pn contiene n + 1 vectores, aśı entonces, toda base para Pn contiene n + 1
vectores.

∴ dim(Pn) = n + 1.

Ejemplo.

Hallar una base y la dimensión para el espacio de soluciones del sistema homogéneo.

2x1 + 2x2 − x3 + x5 = 0
−x1 − x2 + 2x3 − 3x4 + x5 = 0
x1 + x2 − 2x3 − x5 = 0

x3 + x4 + x5 = 0
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solución. Resolviendo, las soluciones están dadas:

x1 = −s− t, x2 = s, x3 = −t, x4 = 0, x5 = t ∀s, t ∈ R

ó 


x1

x2

x3

x4

x5




=




−s− t
s
−t
0
t




= s




−1
−1
0
0
0




+ t




−1
0
−1
0
1




Lo cual demuestra que los vectores:

v1 =




−1
−1
0
0
0




v2 =




−1
0
−1
0
1




generan el espacio de soluciones.

Es claro que {v1, v2} es L.I.

∴ {v1, v2} es una base y el espacio de soluciones es bidimensional.

Ejemplo.

Demuestre que v1 = (−3, 7) y v2 = (5, 5) forman una base para R2

Solución.
Notemos que {v1, v2} es L.I. pues, ninguno de los vectores es un múltiplo escalar del

otro.

{v1, v2} genera a R2

∴ {v1, v2} es base de R2.

4.8. Coordenadas.

Sea V un E.V. n−dimensional sobre un cuerpo K y S = {v1, ..., vn} una base de V .
Cualquier vector v ∈ V puede expresarse de forma única como C.L. de los vectores de la
base en S, digamos

v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



4.8. COORDENADAS. 129

Estos n escalares a1, a2, ..., an se denominan las coordenadas de V relativas a la base S,
y forman la n−upla [a1, ..., an] en Kn, llamadas el vector coordenado de v relativo a S.

Denotemos este vector por [v]S ó simplemente [v] cuando S viene dada impĺıcitamente.

Aśı:
[v]S = [a1, a2, ..., an]

Ejemplo.

Sea P2(t) E.V. de los polinomios.

Los polinomios
p1 = 1, p2 = t− 1, p3 = (t− 1)2

forman una base de S de P2(t).

Sea v = 2t2 − 5t + 6.

Hallas el vector coordenado de v relativo a la base S.

Solución. Para hallar el vector coordenado de v relativo a la base S se obtiene como
sigue.

Tomemos:
v = xp1 + yp2 + zp3

de donde
2t2 − 5t + 6 = x · 1 + y(t− 1) + z(t− 1)2

ó
2t2 − 5t + 6 = zt2 + (y − 2z)t + x− y + z

Igualando los coeficientes de los términos semejantes correspondientes, se tiene:

x− y + z = 6

y − 2z = −5

z = 2

Cuya solución es:
x = 3, y = −1, z = 2

Aśı:
v = 3p1 − p2 + 2p3

∴ [v]S = [3,−1, 2]
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Ejemplo.

Consideremos el espacio R3 y los vectores:

u1 = (1,−1, 0), u2 = (1, 1, 0), u3 = (0, 1, 1)

forman una base S de R3.

Sea v = (5, 3, 4).

Las coordenadas de v relativas a la base S se obtienen como sigue.

Tomemos:
v = xu1 + yu2 + zu3

de donde:
(5, 3, 4) = x(1,−1, 0) + y(1, 1, 0) + z(0, 1, 1)

de donde

x + y = 5

−x + y + z = 3

z = 4

cuya solución es:
x = 3, y = 2, z = 4

Aśı:
v = 3u1 + 2u2 + 4u3

∴ [v]S = [3, 2, 4]

4.9. Cambio de Base.

Si se cambia la base para un E.V. V , de cierta base dada B = {v1, ..., vn} hacia otra
nueva base B′ = {v′1, ..., v′n}, entonces la matriz de coordenadas inicial, [v]B, de un vector
v está relacionada con la nueva matriz de coordenadas [v]B′ por medio de la ecuación:

[v]B′ = P · [v]B

en donde las columnas de P son las matrices de coordenadas de los vectores base iniciales
con relación a la nueva base, es decir los vectores columnas de P son:

[v1]B′ , [v2]B′ , ..., [vn]B′
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Simbólicamente, la matriz P se puede escribir

P =

[
[v1]B′

...[v2]B′
... · · · ...[vn]B′

]

esta matriz se conoce como matriz de transición de B hacia B′.

Ejemplo.

Consideremos las bases:

B = {v1, v2} y B′ = {v′1, v′2} para R2

en donde:

v1 =

[
1
0

]
, v2 =

[
0
1

]
; v′1 =

[
1
1

]
, v′2 =

[
2
1

]

1. Halle la matriz de transición de B hacia B′.

2. Hallar [v]B′ si v =

[
7
2

]

Solución.

1. Vamos a encontrar las matrices de coordenadas para los vectores bases iniciales v1

y v2 en relación con la nueva base B′.

De donde:
v1 = −v′1 + v′2
v2 = 2v′1 − v′2

de donde:

[v1]B′ =

[−1
1

]
y [v2] =

[
2
−1

]

∴ La matriz de transición de B hacia B′ es: P =

[−1 2
1 −1

]

2. Por simple observación:

[v]B =

[
7
2

]

de donde

[v]B′ =

[−1 2
1 −1

] [
7
2

]
=

[−3
5

]

ie.
v = −3v′1 + 5v′2
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Ejemplo.

Considere los vectores

v1 =

[
1
0

]
, v2 =

[
0
1

]
; v′1 =

[
1
1

]
, v′2 =

[
2
1

]

Sea B = {v1, v2} y B′ = {v′1, v′2}.
Encontraremos la matriz de transición de B′ hacia B.

Por simple observación:
v′1 = v1 + v2

v′2 = 2v1 + v2

de manera que:

[v′1]B =

[
1
1

]
y [v′2]B =

[
2
1

]

Aśı la matriz de transición de B′ hacia B, es:

Q =

[
1 2
1 1

]

Observación.

Notemos que P es la matriz de transición de B hacia B′, y Q la matriz de transición
de B′ hacia B.

Entonces:
P ·Q = I ⇒ P−1 = Q

Teorema.

Si P es la matriz de transición desde una base B hacia una base B′, entonces:

1. P es invertible.

2. P−1 es la matriz de transición de B′ hacia B.
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4.10. PROBLEMAS PROPUESTOS.

Problemas preliminares.

1. Sean u = (2, 0,−1, 3), v = (5, 4,−7,−1) y w = (6, 2, 0, 9). Halle:

a) u− v

b) 7v + 3w

c) −w + v

d) 3(u− 7v)

e) −3v − 8w

f ) 2v − (u + w)

2. Sean u, v y w los vectores del ejercicio 1. Encuentre el vector x que satisfaga 2u −
v + x = 7x + w

3. Sean u1 = (−1, 3, 2, 0), u2 = (2, 0, 4,−1), u3 = (7, 1, 1, 4) y u4 = (6, 3, 1, 2). Encuen-
tre los escalares c1, c2, c3 y c4 tales que c1u1 + c2u2 + c3u3 + c4u4 = (0, 5, 6,−3)

4. Demuestre que no existen los escalares c1, c2 y c3 tales que c1(1, 0,−2, 1)+c2(2, 0, 1, 2)+
c3(1,−2, 2, 3) = (1, 0, 1, 0)

5. Calcule la norma euclidiana de v cuando:

a) v = (4,−3)

b) v = (1.− 1,3)

c) v = (2, 0, 3,−1)

d) v = (−1, 1, 1, 3, 6)

6. Sean u = (3, 0, 1, 2), v = (−1, 2, 7,−3) y w = (2, 0, 1, 1). Halle:

a) ‖u + v‖
b) ‖u‖+ ‖v‖
c) ‖ − 2u‖+ 2‖u‖
d) ‖3u− 5v + w‖
e) 1

‖w‖‖w‖
f ) ‖ 1

‖w‖w‖
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7. Demuestre que si v es un vector diferente de cero en Rn, entonces 1
‖v‖v tiene norma

1.

8. Encuentre todos los escalares k tales que ‖kv‖ = 3, en donde v = (−1, 2, 0, 3)

9. Halle el producto euclidiano interior u · v cuando:

a) u = (−1, 3), v = (7, 2)

b) u = (3, 7, 1), v = (−1, 0, 2)

c) u = (1,−1, 2, 3), v = (3, 3,−6, 4)

d) u = (1, 3, 2, 6,−1), v = (0, 0, 2, 4, 1)

10. Halle la distancia euclidiana entre u y v cuando:

a) u = (2,−1), v = (3, 2)

b) u = (1, 1,−1), v = (2, 6, 0)

c) u = (2, 0, 1, 3), v = (−1, 4, 6, 6)

d) u = (6, 0, 1, 3, 0), v = (−1, 4, 2, 8, 3)

Espacios Vectoriales.
En los ejercicios 1 al 14 se da un conjunto de objetos junto con las operaciones de

adición y multiplicación escalar. Determine cuáles de los conjuntos son espacios vecto-
riales bajo las operaciones dadas. Para aquéllos que no lo son, liste todos los axiomas
que no se cumplen.

1. El conjunto de todas las ternas de números reales (x, y, z) con las operaciones
(x, y, z) + (x′, y′, z′) = (x + x′, y + y′, z + z′) y k(x, y, z) = (kx, y, z)

2. El conjunto de todas las ternas de números reales (x, y, z) con las operaciones
(x, y, z) + (x′, y′, z′) = (x + x′, y + y′, z + z′) y k(x, y, z) = (0, 0, 0)

3. El conjunto de todas las parejas de números reales (x, y) con las operaciones (x, y)+
(x′, y′) = (x + x′, y + y′) y k(x, y) = (2kx, 2ky)

4. El conjunto de todos los números reales x con las operaciones estándar de adición
y multiplicación.

5. El conjunto de todas las parejas de números reales de la forma (x, 0) con las opera-
ciones estándar sobre R2.

6. El conjunto de todas las parejas de números reales de la forma (x, y), en donde
x ≥ 0, con las operaciones estándar sobre R2.
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7. El conjunto de todas las n−adas de números reales de la forma (x, x, · · · , x) con las
operaciones estándar sobre Rn.

8. El conjunto de todas las parejas de números reales (x, y) con las operaciones (x, y)+
(x′, y′) = (x + x′ + 1, y + y′ + 1) y k(x, y) = (kx, ky).

9. El conjunto de todos los números reales positivos x con las operaciones x+x′ = xx′

y kx = xk.

10. Sea M2(K) de la forma: (
a 1
1 b

)

con la adición matricial y la multiplicación escalar.

11. Sea M2(K) de la forma: (
a 0
0 b

)

con la adición matricial y la multiplicación escalar.

12. El conjunto de todas las funciones con valor real f definidas en todo punto sobre la
recta real y tales que f(1) = 0, con las operaciones definidas (f +g)(x) = f(x)+g(x)
y (kf)(x) = kf(x)

13. Sea M2(K) de la forma: (
a a + b

a + b b

)

con la adición matricial y la multiplicación escalar.

14. El conjunto cuyo único elemento es la luna. Las operaciones son la luna + luna =
luna y k(luna)=luna, en donde k es un número real.

Subespacios.

1. Cuáles de los siguientes son subespacios de R3

a) todos los vectores de la forma (a, 0, 0)

b) todos los vectores de la forma (a, 1, 1)

c) todos los vectores de la forma (a, b, c), en donde b = a + c

d) todos los vectores de la forma (a, b, c), en donde b = a + c + 1
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2. Cuáles de los siguientes son subespacios de M2(Z)

a) todas las matrices de la forma (
a b
c d

)

b) todas las matrices de la forma (
a b
c d

)

en donde a + d = 0

c) Si A ∈ M2(K) tales que A = AT

d) Si A ∈ M2(K) tales que det(A) = 0

3. Cuáles de los siguientes conjuntos son subespacios de P3

a) todos los polinomios a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 para los que a0 = 0

b) todos los polinomios a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 para los que a0 + a1 + a2 + a3 = 0

c) todos los polinomios a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 para los que a0, a1, a2, a3 ∈ Z
d) todos los polinomios de la forma a0 +a1x, en donde a0 y a1 son números reales.

4. Cuales de los siguientes son subespacios del espacio de todas las funciones con valor
real, f , definidas sobre la recta real.

a) todas las f tales que f(x) ≤ 0 para todo x.

b) todas las f tales que f(0) = 0

c) todas las f tales que f(0) = 2

d) todas las funciones constantes.

e) todas las f de la forma k1 + k2sen(x), en donde k1, k2 ∈ R
5. ¿Cuáles de las siguientes son combinaciones lineales de u = (1,−1, 3), y v = (2, 4, 0)?

a) (3, 3, 3)

b) (4, 2, 6)

c) (1, 5, 6)

d) (0, 0, 0)

6. Exprese los siguientes como combinaciones lineales de u = (2, 1, 4), v = (1,−1, 3) y
w = (3, 2, 5).
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a) (5, 9, 5)

b) (2, 0, 6)

c) (0, 0, 0)

d) (2, 2, 3)

7. Exprese los siguientes como combinaciones lineales de p1 = 2 + x + 4x2, p2 = 1 −
x + 3x2 y p3 = 3 + 2x + 5x2.

a) 5 + 9x + 5x2

b) 2 + 6x2

c) 0

d) 2 + 2x + 3x2

8. ¿Cuáles de las siguientes son combinaciones lineales de

A =

(
1 2
−1 3

)
, B =

(
0 1
2 4

)
y C =

(
4 −2
0 −2

)
?

a)

(
6 3
0 8

)

b)

(−1 7
5 1

)

c)

(
0 0
0 0

)

d)

(
6 −1
−8 −8

)

9. En cada inciso determine si los vectores dados generan a R3

a) v1 = (1, 1, 1), v2 = (2, 2, 0), v3 = (3, 0, 0)

b) v1 = (2,−1, 3), v2 = (4, 1, 2), v3 = (8,−1, 8)

c) v1 = (3, 1, 4), v2 = (2,−3, 5), v3 = (5,−2, 9), v4 = (1, 4,−1)

d) v1 = (1, 3, 3), v2 = (1, 3, 4), v3 = (1, 4, 3), v4 = (6, 2, 1)

10. Determine si los siguientes polinomios generan a P2

p1 = 1 + 2x− x2, p2 = 3 + x2, p3 = 5 + 4x− x2, p4 = −2 + 2x− 2x2
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Dependencia e Independencia Lineal.

1. Dé una explicación de por qué los siguientes conjuntos de vectores son linealmente
dependientes. (Resuelva este problema por simple observación.)

a) u1 = (1, 2) y u2 = (−3,−6) en R2

b) u1 = (2, 3), u2 = (−5, 8), u3 = (6, 1) en R2

c) p1 = 2 + 3x− x2 y p2 = 6 + 9x− 3x2 en P2

d) A =

(
1 3
2 0

)
y B =

(−1 −3
−2 0

)
en M2(R)

2. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en R3 son linealmente dependientes?

a) (2,−1, 4), (3, 6, 2), (2, 10,−4)

b) (3, 1, 1), (2,−1, 5), (4, 0,−3)

c) (6, 0,−1), (1, 1, 4)

d) (1, 3, 3), (0, 1, 4), (5, 6, 3), (7, 2,−1)

3. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en R4 son linealmente dependientes?

a) (1, 2, 1,−2), (0,−2,−2, 0), (0, 2, 3, 1), (3, 0,−3, 6)

b) (4,−4, 8, 0), (2, 2, 4, 0), (6, 0, 0, 2), (6, 3,−3, 0)

c) (4, 4, 0, 0), (0, 0, 6, 6), (−5, 0, 5, 5)

d) (3, 0, 4, 1), (6, 2,−1, 2), (−1, 3, 5, 1), (−3, 7, 8, 3)

4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en P2 son linealmente dependientes?

a) 2− x + 4x2, 3 + 6x + 2x2, 2 + 10x− 4x2

b) 3 + x + x2, 2− x + 5x2, 4− 3x2

c) 6− x2, 1 + x + 4x2

d) 1 + 3x + 3x2, x + 4x2, 5 + 6x + 3x2, 7 + 2x− x2

5. Sea V el espacios vectorial de todas las funciones con valor real definidas sobre
la recta real completa. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en V son
linealmente dependientes?

a) 2, 4sen2(x), cos2(x)

b) x, cos(x)
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c) 1, sen(x), sen(2x)

d) cos(2x), sen2(x), cos2(x)

e) (1 + x)2, x2 + 2x, 3

f ) 0, x, x2

6. Supóngase que v1, v2 y v3 son vectores en R3 que tienen sus puntos iniciales en el
origen. En cada inciso, determine si los tres vectores están en un plano.

a) v1 = (1, 0,−2), v2 = (3, 1, 2), v3 = (1,−1, 0)

b) v1 = (2,−1, 4), v2 = (4, 2, 3), v3 = (2, 7,−6)

7. Supóngase que v1, v2 y v3 son vectores en R3 que tienen sus puntos iniciales en el
origen. En cada inciso, determine si los tres vectores están en la misma recta.

a) v1 = (3,−6, 9), v2 = (2,−4, 6), v3 = (1, 1, 1)

b) v1 = (2,−1, 4), v2 = (4, 2, 3), v3 = (2, 7,−6)

c) v1 = (4, 6, 8), v2 = (2, 3, 4), v3 = (−2,−3,−4)

8. ¿Para cuáles valores de λ los vectores que siguen forman un conjunto linealmente
dependiente en R3?

v1 = (λ,−1

2
,−1

2
), v2 = (−1

2
, λ,−1

2
), v3 = (−1

2
,−1

2
, λ)

9. Sea V el espacio vectorial de las funciones con valor real definidas sobre la recta real
completa. Si f, g y h son vectores en V , las cuales son doblemente diferenciables,
entonces la función w = w(x) definida por

w(x) =

∣∣∣∣∣∣

f(x) g(x) h(x)
f ′(x) g′(x) h′(x)
f ′′(x) g′′(x) h′′(x)

∣∣∣∣∣∣

se conoce como wronskiano de f,g y h. Pruebe que f, g y h forman un conjunto
linealmente independiente si el wronskiano no es el vector cero en V (es decir, w(x)
no es idénticamente cero).

10. Utilice el wronskiano para demostrar que los siguientes conjuntos de vectores son
linealmente independientes.

a) 1, x, ex

b) senx, cosx, xsenx
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c) ex, xex, x2ex

d) 1, x, x2

Base y Dimensión.

1. Dé una explicación de por qué los conjuntos siguientes de vectores no son bases
para los espacios vectoriales que se indican. (Resuelva este problema por simple
observación).

a) u1 = (1, 2), u2 = (0, 3), u3 = (2, 7) para R2

b) u1 = (−1, 3, 2), u2 = (6, 1, 1) para R3

c) p1 = 1 + x + x2, p2 = x− 1 para P2

d) A =

(
1 1
2 3

)
B =

(
6 0
−1 4

)
C =

(
3 0
1 7

)
D =

(
5 7
3 4

)
E =

(
7 1
2 8

)

para M2(R)

2. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R2?

a) (2, 1), (3, 0)

b) (4, 1), (−7,−8)

c) (0, 0), (1, 3)

d) (3, 9), (−4,−12)

3. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R3?

a) (1, 0, 0), (2, 2, 0), (3, 3, 3)

b) (3, 1,−4), (2, 5, 6), (1, 4, 8)

c) (2,−3, 1), (4, 1, 1), (0,−7, 1)

d) (1, 6, 4), (2, 4,−1), (−1, 2, 5)

4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para P2?

a) 1− 3x + 2x2, 1 + x + 4x2, 1− 7x

b) 4 + 6x + x2, −1 + 4x + 2x2, 5 + 2x− x2

c) 1 + x + x2, x + x2, x2

d) −4 + x + 3x2, 6 + 5x + 2x2, 8 + 4x + x2
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5. Demuestre que el conjunto siguiente de vectores es una base para M2(R).

(
3 6
3 −6

)
,

(
0 −1
−1 0

)
,

(
0 −8
−12 −4

)
,

(
1 0
−1 2

)

6. Sea V el espacio generado por v1 = cos2x, v2 = sen2x, v3 = cos(2x)

a) Demuestre que S = {v1, v2, v3} no es una base para V

b) Halle una base para V .

En los siguientes 6 ejercicios, determine la dimensión del espacio de soluciones del
sistema que se da y encuentre una base para él.

7.
x1 + x2 − x3 = 0
−2x1 − x2 + 2x3 = 0
−x1 + x3 = 0

8.
3x1 + x2 + x3 + x4 = 0
5x1 − x2 + x3 − x4 = 0

9.
x1 − 4x2 + 3x3 − x4 = 0
2x1 − 8x2 + 6x3 − 2x4 = 0

10.
x1 − 3x2 + x3 = 0
2x1 − 6x2 + 2x3 = 0
3x1 − 9x2 + 3x3 = 0

11.
2x1 + x2 + 3x3 = 0
x1 + 5x3 = 0

x2 + x3 = 0

12.

x + y + z = 0
3x + 2y − 2z = 0
4x + 3y − z = 0
6x + 5y + z = 0

13. Determine las dimensiones de los siguientes subespacios de R4

a) Todos los vectores de la forma (a, b, c, 0)

b) Todos los vectores de la forma (a, b, c, d), en donde d = a + b y c = a− b

c) Todos los vectores de la forma (a, b, c, d), en donde a = b = c = d.
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14. Determine la dimensión del subespacio del subespacio de P3 que consta de todos los
polinomios a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3, para los cuales a0 = 0

15. Sea {v1, v2, v3} una base para un espacio vectorial V . Demuestre que {u1, u2, u3}
también es una base, en donde u1 = v1, u2 = v1 + v2 y u3 = v1 + v2 + v3

Coordenadas; Cambio de Base.

1. Halle la matriz de coordenadas y el vector de coordenadas para w, con relación a la
base S = {u1, u2}

a) u1 = (1, 0), u2 = (0, 1); w = (3,−7)

b) u1 = (2,−4), u2 = (3, 8); w = (1, 1)

c) u1 = (1, 1), u2 = (0, 2); w = (a, b)

2. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para v, con relación a
S = {v1, v2, v3}.

a) v = (2,−1, 3), v1 = (1, 0, 0), v2 = (2, 2, 0), v3 = (3, 3, 3)

b) v = (5,−12, 3), v1 = (1, 2, 3), v2 = (−4, 5, 6), v3 = (7,−8, 9)

3. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para p, con relación a
S = {p1, p2, p3}.

a) p = 4− 3x + x2, p1 = 1, p2 = x, p3 = x2

b) p = 2− x + x2, p1 = 1 + x, p2 = 1 + x2, p3 = x + x2

4. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para A, con relación a
S = {A1, A2, A3, A4}.

A =

(
2 0
−1 3

)
A1 =

(−1 1
0 0

)
A2 =

(
1 1
0 0

)
A3 =

(
0 0
1 0

)
A4 =

(
0 0
0 1

)

5. Considere las bases B = {u1, u2} y B′ = {v1, v2} para R2, en donde

u1 =

[
1
0

]
u2 =

[
0
1

]
v1 =

[
2
1

]
v2 =

[−3
4

]

a) Halle la matriz de transición de B hacia B′.

b) Calcule la matriz de coordenadas [w]B, en donde

w =

[
3
−5

]

y use [v]B′ = P [v]B para calcular [w]B′
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c) Verifique lo que se hizo, calculando [w]B′ , directamente.

d) Halle la matriz de transición de B′ hacia B.

6. Repita las instrucciones del ejercicio anterior con:

u1 =

[
2
2

]
u2 =

[
4
−1

]
v1 =

[
1
3

]
v2 =

[−1
−1

]

7. Considere las bases B = {u1, u2, u3} y B′ = {v1, v2, v3} para R3, en donde

u1 =



−3
0
−3


 u2 =



−3
2
−1


 u3 =




1
6
−1


 v1 =



−6
−6
0


 v2 =



−2
−6
4


 v3 =



−2
−3
7




a) Halle la matriz de transición de B hacia B′.

b) Calcule la matriz de coordenadas [w]B′ en donde

w =



−5
8
−5




y aplique [v]B′ = P [v]B para calcular [w]B′

c) Verifique lo que se acaba de hacer, calculando [w]B′ directamente.

8. Repita las instrucciones del anterior ejercicio con:

u1 =




2
1
1


 u2 =




2
−1
1


 u3 =




1
2
1


 v1 =




3
1
−5


 v2 =




1
1
−3


 v3 =



−1
0
2




9. Considere las bases B = {p1, p2} y B′ = {q1, q2} para P1, en donde p1 = 6+3x, p2 =
10 + 2x, q1 = 2, q2 = 3 + 2x

a) Halle la matriz de transición de B hacia B′.

b) Calcule la matriz de coordenadas [p]B′ en donde p = −4 + x, y aplique [v]B′ =
P [v]B para calcular [p]B′

c) Verifique los resultados obtenidos calculando [p]B′ directamente.

d) Halle la matriz de transición de B′ hacia B.

10. Sea V el espacio generado por f1 = senx y f2 = cosx.
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a) Demuestre que g1 = 2senx + cosx y g2 = 3cosx forman una base para V .

b) Halle la matriz de transición de B = {f1, f2} hacia B′ = {g1, g2}.
c) Calcule la matriz de coordenadas [h]B′ en donde h = 2senx− 5cosx y aplique

[v]B′ = P [v]B para obtener [h]B′

d) Verifique los resultados obtenidos calculando [h]B′ directamente.

e) Halle la matriz de transición de B′ hacia B.
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CAṔITULO 5

Espacios con Producto Interior.

5.1. Introducción.

En esta sección se introduce la noción de un producto interior sobre un espacio vectorial
arbitrario.

Definición.

Un producto interior sobre un E.V. V es una función que asocia un número real
〈u, v〉 con cada pareja de vectores u y v en V

〈 , 〉 : V × V → R
(u, v) 7→ 〈 , 〉(u, v) = 〈u, v〉

de tal manera que se satisfacen los siguientes axiomas.

∀u, v, w ∈ V, ∀k ∈ K

1. 〈v, v〉 ≥ 0

2. 〈v, v〉 = 0 ⇔ v = 0

3. 〈u, v〉 = 〈v, u〉
4. 〈u + v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉
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5. 〈ku, v〉 = k〈u, v〉
Un espacio vectorial con un producto interior se conoce como espacio de productos
interiores.

Observación.

Los axiomas 4 y 5, se puede resumir, de la siguiente manera:

〈u, kv + w〉 = k〈u, v〉+ 〈u,w〉

Proposición.

Sea V un E.V. con producto interior, entonces:

1. 〈0, v〉 = 〈v, 0〉 = 0

2. 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉
3. 〈u, kv〉 = k〈u, v〉

Ejemplo.

Sea u = (u1, u2, ..., un), v = (v1, v2, ..., vn) ∈ Rn y k ∈ R. Entonces:

〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn (5.1)

Veamos que define un producto interior

1.

〈u, u〉 = u1u1 + u2u2 + · · ·+ unun

= u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
n ≥ 0

∴ 〈u, u〉 ≥ 0

2.

〈u, u〉 = 0 ⇔ u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
n

⇔ u1 = u2 = · · · = un = 0

de donde
u = (0, 0, ..., 0) = 0
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3.

〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn

= v1u1 + v2u2 + · · ·+ vnun

= 〈v, u〉
∴ 〈u, v〉 = 〈v, u〉

4.

〈u, kv + w〉 = u1(kv1 + w1) + u2(kv2 + w2) + · · ·+ un(kvn + wn)

= ku1v1 + ku2v2 + · · ·+ kunvn + u1w1 + u2w2 + · · ·+ unwn

= k(u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn) + (u1w1 + u2w2 + · · ·+ unwn)

= k〈u, v〉+ 〈u,w〉
∴ 〈u, kv + w〉 = k〈u, v〉+ 〈u,w〉

∴ (1) define un producto interior en Rn,
este producto interior se denomina

producto interior euclidiano.

Ejemplo.

Si u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ R2, entonces:

〈u, v〉 = 3u1v1 + 2u2v2 (5.2)

define un producto interior.

Pues:

1. 〈u, u〉 = 3u2
1 + 2u2

2 ≥ 0

2. 〈u, u〉 = 0 ⇔ 3u2
1 + 2u2

2 = 0 ⇔ u1 = u2 = 0

3. 〈u, v〉 = 3u1v1 + 2u2v2 = 3v1u1 + 2v2u2 = 〈v, u〉
4. Probaremos

〈u, kv + w〉 = k〈u, v〉+ 〈u,w〉
〈u, kv + w〉 = 3u1(kv1 + w1) + 2u2(kv2 + w2)

= 3u1kv1 + 3u1w1 + 2u2kv2 + 2u2w2

= k(3u1v1 + 2u2v2) + 3u1w1 + 2u2w2

= k〈u, v〉+ 〈u,w〉
∴ (5.2) define un producto interior.
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Observación.

El producto interior de este ejemplo es diferente del producto euclidiano interior sobre
R2. Esto indica que un E.V. puede tener más de un producto interior.

Ejemplo.

Si U =

[
u1 u2

u3 u4

]
y V =

[
v1 v2

v3 v4

]
. La fórmula que sigue define un producto interior

sobre M2(R)
〈U, V 〉 = u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4

En efecto:

1. 〈U,U〉 ≥ 0 pues u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

4 ≥ 0

2. 〈U,U〉 = 0 ⇔ u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

4 = 0 ⇔ u1 = u2 = u3 = u4 = 0

3. 〈U, V 〉 = u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4 = v1u1 + v2u2 + v3u3 + v4u4 = 〈V, U〉
4.

〈U, kV + W 〉 = u1(kv1 + w1) + u2(kv2 + w2) + u3(kv3 + w3) + u4(kv4 + w4)

= k(u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4) + (u1w1 + u2w2 + u3w3 + u4w4)

= k〈U, V 〉+ 〈U,W 〉

Ejemplo.

Si U =

[
1 2
3 4

]
, V =

[−1 0
3 2

]

entonces:
〈U, V 〉 = 1 · (−1) + 2 · 0 + 3 · 3 + 4 · 2 = 16

Ejemplo.

Si p = a0 + a1x + a2x
2, q = b0 + b1x + b2x

2 ∈ P2

Entonces
〈p, q〉 = a0b0 + a1b1 + a2b2

es un producto interior sobre P2.
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Ejemplo.

Sea p = p(x), q = q(x) en Pn

Entonces:

〈p, q〉 =

∫ b

a

p(x)q(x)dx (5.3)

donde a, b ∈ R con a < b

Pruebe que (5.3) define un producto interior sobre Pn.

1. 〈p, p〉 =
∫ b

a
p(x)p(x)dx =

∫ b

a
[p(x)]2dx ≥ 0 ⇐⇒ [p(x)]2 ≥ 0 ∀x

2. 〈p, p〉 = 0 ⇐⇒ ∫ b

a
[p(x)]2dx = 0 ⇐⇒ p(x) = 0 ∀a ≤ x ≤ b

3. 〈p, q〉 =
∫ b

a
p(x)q(x)dx =

∫ b

a
q(x)p(x)dx = 〈q, p〉

4.

〈p, kq + s〉 =

∫ b

A

p(x)[kq(x) + s(x)]dx

= k

∫ b

a

p(x)q(x)dx +

∫ b

a

p(x)s(x)dx

= k〈p, q〉+ 〈p, s〉

∴ (5.3) define un producto interior sobre Pn

Definición.

Diremos que dos vectores son ortogonales si su producto interior es cero,

ie. Si u, v ∈ V son ortogonales si, y sólo si 〈u, v〉 = 0

ó u ⊥ v ⇔ 〈u, v〉 = 0

Ejemplo.

Los vectores (1, 2) ⊥ (−2, 1)

Pues 〈(1, 2), (−2, 1)〉 = 1 · (−2) + 2 · 1 = 0

El vector (2, 1) no es perpendicular a (3, 2)

Pues 〈(2, 1), (3, 2)〉 = 2 · 3 + 1 · 2 = 8 6= 0
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Ejemplo.

Sea u = (1,−2, 3), v = (0, 1, 2).
Hallar un vector que sea ortogonal a u y v.
Solución.

Sea (x, y, z) ∈ R3 tal que 〈(x, y, z), (1,−2, 3)〉 = 0 y 〈(x, y, z), (0, 1, 2)〉 = 0

ie.

x− 2y + 3z = 0

y + 2z = 0

resolviendo se tiene:

x = −7t

y = −2t

z = t ∀t ∈ R
si t = 1, entonces (−7,−2, 1) es ortogonal a u y v.

Ejemplo.

Sea S ⊂ V (V Espacio con producto interno).

El complemento ortogonal de S denotado por S⊥ es:

S⊥ = {u ∈ V/〈u, v〉 = 0 ∀v ∈ S}
Probaremos que S⊥ es S.E. de V .

1. Obviamente 0 ∈ S⊥

2. Sea u, v ∈ S⊥ ⇒ 〈u,w〉 = 0 y 〈v, w〉 = 0

P.d. 〈u + v, w〉 = 0

Tómese
〈u + v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉 = 0 + 0 = 0

3. Sea k un escalar y u ∈ S⊥

P.d. 〈ku, v〉 = 0

tómese
〈ku, v〉 = k〈u, v〉 = k · 0 = 0

∴ S⊥ es un S.E. de V .
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Ejemplo.

Hallar una base del S.E. u⊥ en R3, siendo u = (1, 3,−4)
Solución.
Notar que u⊥ está formado por todos los vectores (x, y, z) tales que:

〈(x, y, z), (1, 3,−4)〉 = 0

ó
x + 3y − 4z = 0

Sea y = t, t = r ⇒ x = 4r − 3t donde t, r ∈ R

ie.




x
y
z


 =




4r − 3t
t
r


 = r




4
0
1


 + t



−3
1
0




Los vectores {(4, 0, 1), (−3, 1, 0)} constituyen una base del espacio solución de la ecua-
ción y por ende una base de u⊥.

Definición.

Un conjunto de vectores S en V se dice ortogonal si cada par de vectores en S lo
son, y S se dice ortonormal si es ortogonal y cada vector de S tiene longitud uno.

i.e.

S = {u1, u2, · · · , ur} es ortogonal, si 〈ui, uj〉 = 0 para i 6= j

S = {u1, u2, · · · , ur} es ortonormal si 〈ui, uj〉 =

{
0 para i 6= j
1 para i = j

Observación.

1. La expresión normalizar un conjunto ortogonal S de vectores, se refiere al proceso
de multiplicar cada vector de S por el inverso de su longitud con el fin de transformar
S en un conjunto ortonormal de vectores.

2. Si S es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, entonces S es L.I.

3. Sea S = {u1, u2, · · · , ur} un conjunto ortogonal de vectores, entonces:

‖ u1 + u2 + · · ·+ ur ‖2=‖ u1 ‖2 + ‖ u2 ‖2 + · · ·+ ‖ ur ‖2
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Ejemplo.

1. Sea S = {e1, e2, e3} (base usual de R3)

Entonces:
〈e1, e2〉 = 〈e1, e3〉 = 〈e2, e3〉 = 0

y
〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = 〈e3, e3〉 = 1

Aśı S es una base ortonormal de R3.

En general, la base usual de Rn es ortonormal para todo n.

2. Consideremos el conjunto S de vectores en R4

S = {u, v, w} donde u = (1, 2,−3, 4), v = (3, 4, 1,−2) y w = (3,−2, 1, 1)

Notemos que:
〈u, v〉 = 0, 〈u,w〉 = 0, 〈v, w〉 = 0

Aśı S es ortogonal.

Normalizamos S para conseguir un conjunto ortonormal.

Para ello, primero encontremos:

‖ u ‖2= 〈u, u〉 = 12 + 22 + (−3)2 + 42 = 30

‖ v ‖2= 〈v, v〉 = 32 + 42 + 12 + (−2)2 = 30

‖ w ‖2= 〈w, w〉 = 32 + (−2)2 + 12 + 12 = 15

Aśı:

u′ = u
‖u‖ = ( 1√

30
, 2√

30
,− 3√

30
, 4√

30
)

v′ = v
‖v‖ = ( 3√

30
, 4√

30
, 1√

30
,− 2√

30
)

w′ = w
‖w‖ = ( 3√

15
,− 2√

15
, 1√

15
, 1√

15
)

Donde {u′, v′, w′} es un conjunto ortonormal de vectores (deseado).

Notemos que:
‖ u + v + w ‖2= 72 + 42 + (−1)2 + 32 = 75

y
‖ u ‖2 + ‖ v ‖2 + ‖ w ‖2= 30 + 30 + 15 = 75
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donde u + v + w = (7, 4,−1, 3)

∴ ‖ u + v + w ‖2=‖ u ‖2 + ‖ v ‖2 + ‖ w ‖2 .

5.2. Ángulo entre dos vectores.

Sea u y v dos vectores diferentes de cero en los espacios bidimensional o tridimensional
y supóngase que se han situado estos vectores de modo que sus puntos iniciales coincidan.
Se dirá que el ángulo entre u y v es el ángulo θ determinado por u y v que satisface
0 ≤ θ ≤ π

Definición.

Si u y v son vectores en los espacios bidimensionales o tridimensionales y θ es el ángulo
entre u y v, entonces el producto escalar (punto) o producto euclidiano interior
u · v se define por:

u · v =

{ ‖u‖‖v‖ cos θ si u 6= 0 y v 6= 0
0 si u = 0 ó v = 0

v

u

u

u

u

v

v

v

q

q

qq
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Ejemplo.

X

Y

Z

u

v

(0,0,1)

(0,2,2)

q=45
0

El ángulo entre los vectores u = (0, 0, 1) y v = (0, 2, 2) es de 450. Entonces:

u · v = ‖u‖‖v‖ cos θ = (
√

02 + 02 + 12)(
√

02 + 22 + 22)(
1√
2
) = 2

Observación.

Note que si u = (u1, u2, u3) y v = (v1, v2, v3) dos vectores diferentes de cero. Si θ es
el ángulo entre u y v, entonces por la ley de cosenos se tiene:

‖−→PQ‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2‖u‖‖v‖ cos θ

X

Y

Z

u

v

(u  ,u  ,u  )

(v  ,v  ,v  )q

P

Q
1

1 2 3

32

Como
−→
PQ = v − u, entonces se tiene:

‖v − u‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2‖u‖‖v‖ cos θ

o

‖u‖‖v‖ cos θ =
1

2
(‖u‖2 + ‖v‖2 − ‖v − u‖2)

o

u · v =
1

2
(‖u‖2 + ‖v‖2 − ‖v − u‖2)
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Como
‖u‖2 = u2

1 + u2
2 + u2

3 ‖v‖2 = v2
1 + v2

2 + v2
3

y
‖v − u‖2 = (v1 − u1)

2 + (v2 − u2)
2 + (v3 − u3)

2

reemplazando a la anterior ecuación se tiene:

u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3 (= 〈u, v〉)

Ejemplo.

Considérense los vectores u = (2,−1, 1) y v = (1, 1, 2). Hállese u · v y determı́nese el
ángulo θ entre u y v. Solución.

u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3 = (2)(1) + (−1)(1) + (1)(2) = 3

También ‖u‖ = ‖v‖ =
√

6, de modo que:

cos θ =
u · v
‖u‖‖v‖ =

3√
6
√

6
=

1

2

de donde: θ = 600

Ejemplo.

Hallar el ángulo entre una de las diagonales de un cubo y una de sus aristas.

Solución.-
Sea k ∈ R tal que k 6= 0, donde k es la arista del cubo, en coordenadas cartesianas, se

tiene:
u1 = (k, 0, 0), u2 = (0, k, 0), u3 = (0, 0, k)

X

Y

Z

d

(0,0,k)

qu

u

u3

2

1

(k,0,0)

(0,k,0)

(k,k,k)

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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de donde, el vector
d = (k, k, k) = u1 + u2 + u3

es una diagonal del cubo. El ángulo θ entre d y la arista u1 satisface:

cos θ =
u1 · d
‖u1‖‖d‖ =

〈u1, d〉
‖u1‖‖d‖ =

k2

(k)(
√

3k2)
=

1√
3

De donde:

θ = cos−1(
1√
3
) ≈ 54044′

El teorema que sigue muestra cómo puede usarse el producto escalar para obtener infor-
mación acerca del ángulo entre dos vetores; también se establece una importante relación
entre la norma y el producto escalar.

Teorema.

Sean u y v vectores en el espacio bidimensional o en el tridimensional.

1. v · v = 〈v, v〉 = ‖v‖2

2. Si u y v son vectores diferentes de cero y θ es el ángulo entre ellos, entonces:

θ es agudo si y sólo si 〈u, v〉 > 0
θ es obtuso si y sólo si 〈u, v〉 < 0

θ = π
2

si y sólo si 〈u, v〉 = 0

Demostración.

1. Como el ángulo θ entre v y v es 0, se tiene:

〈v, v〉 = ‖v‖‖v‖ cos θ = ‖v‖2 cos 0 = ‖v‖2

2. Sea ‖u‖ > 0, ‖v‖ > 0 y 〈u, v〉 = ‖u‖‖v‖ cos θ, entonces 〈u, v〉 tiene el mismo signo
que cos θ. Suponiendo que θ satisface 0 ≤ θ ≤ π, el ángulo θ es agudo si y sólo si
cos θ > 0, θ es obtuso si y sólo si cos θ < 0 y θ = π

2
si y sólo si cos θ = 0

Ejemplo.

Si u = (1,−2, 3), v = (−3, 4, 2) y w = (3, 6, 3), entonces:

〈u, v〉 = (1)(−3) + (−2)(4) + (3)(2) = −5

〈v, w〉 = (−3)(3) + (4)(6) + (2)(3) = 21

〈u,w〉 = (1)(3) + (−2)(6) + (3)(3) = 0

Aśı, u y v forman un ángulo obtuso, v y w forman un ángulo agudo y u y w son perpen-
diculares.
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5.3. Proyecciones.

El producto escalar es útil en problemas en los que se tiene interés en “descomponerün
vector en una suma de vectores perpendiculares. Si u y v son vectores diferentes de cero
en el espacio bidimensional o en el tridimensional, entonces siempre es posible escribir u
como:

u = w1 + w2

en donde w1 es un múltiplo escalar de v y w2 es perpendicular a v

u

v

w

w
1

2 u

w1v

w
2

u

w
1

w
2

v

Para ello antes enunciemos lo siguiente:

Teorema.

Si S = {v1, v2, ..., vn} es una base ortonormal para un espacio de productos interiores
V y u es cualquier vector en V , entonces:

u = 〈u, v1〉v1 + 〈u, v2〉v2 + · · ·+ 〈u, vn〉vn

Demostración.-

Como S = {v1, v2, ..., vn} es una base, un vector u cualquiera en V se puede expresar
de la forma:

u = k1v1 + k2v2 + · · ·+ knvn

Por demostrar que ki = 〈u, vi〉 para i = 1, 2, ..., n. Para cada vector v1 en S se tiene:

〈u, vi〉 = 〈k1v1 + k2v2 + · · ·+ knvn, vi〉 = k1〈v1, vi〉+ k2〈v2, vi〉+ · · ·+ kn〈vn, vi〉
Ahora como S = {v1, v2, ..., vn} es un conjunto ortogonal, se tiene:

〈vi, vi〉 = ‖vi‖2 = 1

y

〈vi, vj〉 = 0 Si i 6= j

Aśı, se tiene que:
ki = 〈u, vi〉

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



5.3. PROYECCIONES. 158

Ejemplo.

Sea
v1 = (0, 1, 0), v2 = (−4/5, 0, 3/5), v3 = (3/5, 0, 4/5)

Es fácil comprobar que S = {v1, v2, v3} es una base ortonormal para R3, con el producto
euclidiano interior. Expresar el vector u = (1, 1, 1) como una combinación lineal de los
vectores en S.

Solución.-
〈u, v1〉 = 1 〈u, v2〉 = −1/5 〈u, v3〉 = 7/5

De donde, por el teorema anterior, se tiene:

u = v1 − 1

5
v2 +

7

5
v3

A partir de este ejemplo, debe ser evidente la utilidad del teorema anterior, si se tiene
presente que, para las bases no ortonormales, por los común es necesario resolver un
sistema de ecuaciones para expresar un vector en términos de una base.

Teorema.

Si S = {v1, v2, ..., vn} es un conjunto ortogonal de vectores diferentes de cero en un
espacio de productos interiores, entonces S es linealmente independiente.

Demostración.-
Sea

k1v1 + k2v2 + · · ·+ knvn = 0

Para demostrar que S = {v1, v2, ..., vn} es linealmente independiente, se debe probar que
k1 = k2 = · · · = kn = 0

Note que para cada vi en S, se tiene:

〈k1v1 + k2v2 + · · ·+ knvn〉 = 〈0, vi〉 = 0

o
k1〈v1, vi〉+ k2〈v2, vi〉+ · · ·+ kn〈vn, vi〉 = 0

Como S es ortogonal, se tiene que:

〈vj, vi〉 = 0 cuando j 6= i

Aśı la ecuación se reduce a:
ki〈vi.vi〉 = 0
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Como los vectores de S son diferentes de cero, entonces 〈vi, vi〉 6= 0, de donde ki = 0.
Como el sub́ındice i es arbitrario, se tiene:

k1 = k2 = · · · kn = 0

Aśı S es L.I.

Ejemplo.

Es claro que:

v1 = (0, 1, 0), v2 = (1/
√

2, 0, 1/
√

2), v3 = (1/
√

2, 0,−1/
√

2)

forman un conjunto ortonormal con respecto al producto euclidiano interior sobre R3.
Por el teorema anterior, estos vectores forman un conjunto linealmente independiente. A
la vez, como R3 es tridimensional, S = {v1, v2, v3} es una base ortonormal para R3.

Teorema.

Sea V un espacio de productos interiores y {v1, v2, ..., vr} un conjunto ortonormal de
vectores en V . Si W denota el espacio generado por v1, v2, ..., vr, entonces todo vector u
en V se puede expresar en la forma:

u = w1 + w2

en donde w1 está en W y w2 es ortogonal a W al hacer

w1 = 〈u, v1〉v1 + 〈u, v2〉v2 + · · ·+ 〈u, vr〉vr

y
w2 = u− 〈u, v1〉v1 − 〈u, v2〉v2 − · · · − 〈u, vr〉vr

W

u
w

w

2

1

Con la motivación de la figura, a w1 se le da el nombre de proyección ortogonal de
u sobre W y se denota por

proyW u

El vector w2 = u−proyW u se conoce como componente de u ortogonal a W .
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Ejemplo.

Supóngase que R3 tiene un producto euclidiano interior y que W es el subespacio
generado por los vectores ortogonales v1 = (0, 1, 0) y v2 = (−4/5, 0, 3/5). La proyección
ortogonal de u = (1, 1, 1) sobre W es:

proyW u = 〈u, v1〉v1 + 〈u, v2〉v2

= (1)(0, 1, 0) + (−1/5)(−4/5, 0, 3/5)

= (4/25, 1,−1/25)

El componente de u ortogonal a W es:

u− proyW u = (1, 1, 1)− (4/25, 1,−3/25) = (21/25, 0, 28/25)

Observe que u− proyW u es ortogonal tanto a v1 como a v2, de manera que este vector es
ortogonal a cada vector en el espacio W generado por v1 y v2, como debe ser.

W

- u

u

v

proy

proy

2

2

2

1

1

W1
u2

W1
u2

v

5.4. Proceso de Ortogonalización de Gram - Schmidt

Supongamos que {v1, v2, · · · , vn} es una base de un espacio con producto interno V .

Podemos construir una base ortogonal {w1, w2, · · · , wn} de V como sigue:

Tomemos:

w1 = v1

w2 = v2 − 〈v2, w1〉
‖ w1 ‖2

w1

w3 = v3 − 〈v3, w1〉
‖ w1 ‖2

w1 − 〈v3, w2〉
‖ w2 ‖2

w2

...

wn = vn − 〈vn, w1〉
‖ w1 ‖2

w1 − 〈vn, w2〉
‖ w2 ‖2

w2 − · · · − 〈vn, wn−1〉
‖ wn−1 ‖2

wn−1

Esta construcción, es el proceso de ortogonalización de Gram - Schmidt.
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Observación.

1. {w1, w2, · · · , wn} forma una base ortogonal de V .

2. La normalización de cada wi proporcionará una base ortonormal de V .

3. Cada vector wi es C.L. de v1, v2, · · · , vn.

4. El proceso de Gram - Schmidt sobre los wi conducen a una base ortogonal.

Ejemplo.

Considere el S.E. U de R4 generado por:

v1 = (1, 1, 1, 1), v2 = (1, 2, 4, 5), v3 = (1,−3,−4,−2)

Hallemos una base ortonormal de U , encontrando primero una base ortogonal mediante
el algoritmo de Gram - Schmidt.

w1 = v1 = (1, 1, 1, 1)

Para w2

v2 − 〈v2, w1〉
‖ w1 ‖2

w1 = (1, 2, 4, 5)− 12

4
(1, 1, 1, 1)

= (−2,−1, 1, 2)

∴ w2 = (−2,−1, 1, 2)

Para w3.

v3 − 〈v3, w1〉
‖ w1 ‖2

w1 − 〈v3, w2〉
‖ w2 ‖2

w2 = (1,−3,−4,−2)− −8

4
(1, 1, 1, 1)− −7

10
(−2,−1, 1, 2)

= (
8

5
,−17

10
,−13

10
,
7

5
)

∴ w3 = (
8

5
,−17

10
,−13

10
,
7

5
)

Aśı {w1, w2, w3} es una base ortogonal de U .
Normalizando la base ortogonal.
Como:

‖ w1 ‖2= 4

‖ w2 ‖2= 10
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‖ w3 ‖2= 91
10

Aśı:

u1 = 1
2
(1, 1, 1, 1)

u2 = 1√
10

(−2,−1, 1, 2)

u3 =
√

10√
91

(8
5
,−17

10
,−13

10
, 7

5
) = 1√

910
(16,−17,−13, 14)

Aśı {u1, u2, u3} es una base ortonormal de U .

Ejemplo.

Considere es E.V. R3 con el producto euclidiano interior. Apĺıquese el proceso de
Gram - Schmidt para transformar la base:

v1 = (1, 1, 1), v2 = (0, 1, 1), v3 = (0, 0, 1)

es una base ortonormal.

Ejemplo.

Sea V el E.V. de los polinomios f(t) con producto interno

〈f, g〉 =

∫ 1

−1

f(t)g(t)dt

aplicamos el algoritmo de Gram - Schmidt al conjunto {1, t, t2, t3} para obtener una base
ortogonal {f0, f1, f2, f3} con coeficientes enteros, del S.E. U de los polinomios de grado ≤
3.

〈tr, ts〉 =

∫ 1

−1

tndt =
tn+1

n + 1

∣∣∣∣
1

−1

=

{
2

n+1
n es par

0 n es impar

donde r + s = n

Solución.
Sea f0 = 1
Para f1

t− 〈t, 1〉
‖ 1 ‖2

· 1 = t− 0

2
· 1 = t

∴ f1 = t
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Para f2.

t2 − 〈t2, 1〉
‖ 1 ‖2

· 1− 〈t2, t〉
‖ t ‖2

· t = t2 −
2
3

2
· 1− 0

2
3

t

= t2 − 1

3

∴ f2 = t2 − 1

3

Para f3

t3 − 〈t3, 1〉
‖ 1 ‖2

· 1− 〈t3, t〉
‖ t ‖2

· t− 〈t3, 3t2−1
3
〉

‖ 3t2−1
3

‖2
= t3 − 0

2
· 1−

2
5
2
3

t− 0
2
3

(t2 − 1

3
)

= t3 − 3

5
t

∴ f3 = t3 − 3

5
t

Aśı {1, t, t2 − 1
3
, t2 − 3

5
t} es una base ortogonal de U .

5.5. PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Si u = (u1, u2) y v = (v1, v2) son vectores de R2, entonces:

〈u, v〉 = 3u1v1 + 2u1v1

Encuentre 〈u, v〉, si:

a) u = (2,−1), v = (−1, 3)

b) u = (0, 0), v = (7, 2)

c) u = (3, 1), v = (−2, 9)

d) u = (−3, 6), v = (−3, 6)

2. Repita el ejercicio 1, aplicando el producto euclidiano interior sobre R2

3. Si

U =

[
u1 u2

u3 u4

]
V =

[
v1 v2

v3 v4

]

son dos matrices cualesquiera en M2(R), entonces 〈U, V 〉 = u1v1 +u2v2 +u3v3 +u4v4

define un producto interior sobre M2(R), encuentre 〈U, V 〉 si:
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a) U =

[
2 −1
3 5

]
V =

[
0 3
5 5

]

b) U =

[
1 3
−2 5

]
V =

[
4 6
0 8

]

4. Si
p = a0 + a1x + a2x

2 q = b0 + b1x + b2x
2

dos vectores en P2 donde 〈p, q〉 = a0b0 +a1b1 +a2b2 define un producto interior sobre
P2, hallar 〈p, q〉 si:

a) p = −1 + 2x− x2 q = 2− 4x2

b) p = −3 + 2x + x2 q = 2 + 4x− 2x2

5. Sean u = (u1, u2) y v = (v1, v2). Demuestre que las siguientes expresiones son
productos interiores sobre R2

a) 〈u, v〉 = 6u1v1 + 2u2v2

b) 〈u, v〉 = 2u1v1 + u2v1 + u1v2 + 2u2v2

6. Sean u = (u1, u2, u3) y v = (v1, v2, v3). Determine cuáles de las expresiones si-
guientes son productos interiores sobre R3. Para las que no lo sean, liste los axiomas
que no se cumplen.

a) 〈u, v〉 = u1v1 + u3v3

b) 〈u, v〉 = u2
1v

2
1 + u2

2v
2
2 + u2

3v
2
3

c) 〈u, v〉 = 2u1v1 + u2v2 + 4u3v3

d) 〈u, v〉 = u1v1 − u2v2 + u3v3

7. Sea U =

[
u1 u2

u3 u4

]
y V =

[
v1 v2

v3 v4

]

Determine si 〈U, V 〉 = u1v1 +u2v3 +u3v2 +u4v4 es un producto interior sobre M2(R)

8. Sean p = p(x) y q = q(x) polinomios en P2. Demuestre que 〈u, v〉 = p(0)q(0) +
p(1/2)q(1/2) + p(1)q(1) es un producto interior sobre P2

9. Verifique la desigualdad de Cauchy-Schwarz ”〈u, v〉2 ≤ 〈u, u〉〈v, v〉”, para:

a) u = (2, 1) y v = (1,−3), aplicando el producto interior del ejercicio 1.

b) U =

[−1 2
6 1

]
y V =

[
1 0
3 3

]
aplicando el producto interior del ejercicio 3.
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c) p = 1 + 2x + x2 y q = 2− 4x2, aplicando el producto interior del ejercicio 4.

10. Pruebe que si 〈u, v〉 es cualquier producto interior y k es un escalar cualquiera,
entonces 〈u, kv〉 = k〈u, v〉.

11. Sean c1, c2 y c3 números reales positivos y suponga que u = (u1, u2, u3) y v =
(v1, v2, v3). Demuestre que 〈u, v〉 = c1u1v1 + c2u2v3 + c3u3v3 es un producto interior
cobre R3

12. Sean c1, c2, ..., cn números reales positivos y suponga que u = (u1, u2, ..., un) y v =
(v1, v2, ..., vn). Demuestre que 〈u, v〉 = c1u1v1 +c2u2v2 + · · ·+cnunvn es un producto
interior sobre Rn

13. Aplique el producto interior

〈p, q〉 =

∫ 1

−1

p(x)q(x)dx

para calcular 〈p, q〉 para los vectores p = p(x) y q = q(x) en P3.

a) p = 1− x + x2 + 5x3 q = x− 3x2

b) p = x− 5x3 q = 1 + 3x2

14. Aplique el producto interior

〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx

a fin de calcular 〈f, g〉 para los vectores f = f(x) y g = g(x) en C[0, 1]

a) f = cos(2πx) g = sen(2πx)

b) f = x g = ex

c) f = tan(π
4
x) g = 1

15. Suponga que R2 tiene el producto euclidiano interior. ¿Cuáles de los siguientes
forman conjuntos ortonormales?

a) (1, 0), (0, 2)

b) ( 1√
2
,− 1√

2
), ( 1√

2
, 1√

2
)

c) ( 1√
2
, 1√

2
), (− 1√

2
,− 1√

2
)

d) (1, 0), (0, 0)
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16. Suponga que R3 tiene el producto euclidiano interior. ¿Cuáles de los siguientes
forman conjuntos ortonormales?

a) ( 1√
2
, 0, 1√

2
), ( 1√

3
, 1√

3
,− 1√

3
), (− 1√

2
, 0, 1√

2
)

b) (2
3
,−2

3
, 1

3
), (2

3
, 1

3
,−2

3
), (1

3
, 2

3
, 2

3
)

c) (1, 0, 0), (0, 1√
2
, 1√

2
), (0, 0, 1)

17. Suponga que P2 tiene el producto interior del ejercicio 4. ¿Cuales de los siguientes
forman conjuntos ortonormales?

a) 2
3
− 2

3
x + 1

3
x2, 2

3
+ 1

3
x− 2

3
x2, 1

3
+ 2

3
x + 2

3
x2

b) 1, 1√
2
x + 1√

2
x2, x2

18. Suponga que M2(R) tiene el producto interior del ejercicio 3. ¿Cuáles de los si-
guientes forman conjuntos ortonormales?

a)

[
1 0
0 0

] [
0 2

3
1
3
−2

3

] [
0 2

3

−2
3

1
3

] [
0 1

3
2
3

2
3

]

b)

[
1 0
0 0

] [
0 1
0 0

] [
0 0
1 1

] [
0 0
1 −1

]

19. Sean x = ( 1√
5
,− 1√

5
) y y = ( 2√

30
, 3√

30
)

Demuestre que {x, y} es ortonormal si R2 tiene el producto interior 〈u, v〉 = 3u1v1 +
2u2v2, pero no es ortonormal si R2 tiene el producto euclidiano interior.

20. Demuestre que

u1 = (1, 0, 0, 1), u2 = (−1, 0, 2, 1), u3 = (2, 3, 3,−2), u4 = (−1, 2,−1, 1)

es un conjunto ortogonal en R4 con el producto euclidiano interior. Normalizando
cada uno de estos vectores, obtenga un conjunto ortonormal.

21. Hallar el ángulo θ entre u y v para:

a) u = (1, 2), v = (6,−8)

b) u = (−7,−3), v = (0, 1)

c) u = (1,−3, 7), v = (8,−2,−2)

d) u = (−3, 1, 2), v = (4, 2,−5)

22. Determine si u y v forman un ángulo agudo, un ángulo obtuso o son ortogonales.
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a) u = (7, 3, 5), v = (−8, 4, 2)

b) u = (6, 1, 3), v = (4, 0,−6)

c) u = (1, 1, 1), v = (−1, 0, 0)

d) u = (4, 1, 6), v = (−3, 0, 2)

23. Hallar la proyección ortogonal de u sobre v, como la componente de u ortogonal a
v.

a) u = (2, 1), v = (−3, 2)

b) u = (2, 6), v = (−9, 3)

c) u = (−7, 1, 3), v = (5, 0, 1)

d) u = (0, 0, 1), v = (8, 3, 4)

24. Hallar dos vectores de norma 1 que sean ortogonales a (3,−2).

25. Use vectores para hallar los cosenos de los ángulo interiores del triángulo con vértices
en (−1, 0), (−2, 1) y (1, 4).

26. Demuestre:
‖u + v‖2 − ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2

27. Demuestre:

〈u, v〉 =
1

4
‖u + v‖2 − 1

4
‖u− v‖2

28. Hallar el ángulo entre una de las diagonales de un cubo y una de sus caras.

29. Los cosenos de dirección de un vector v en el espacio tridimensional son los números
cos α, cos β y cos γ, en donde α, β y γ son los ángulos entre v y los ejes x, y y z
positivos. Demuestre que si v = (a, b, c), entonces

cos α =
a√

a2 + b2 + c2

Hallar cos β y cos γ

30. Demuestre que si v es ortogonal a w1 y w2, entonces v es ortogonal a k1w1 + k2w2

para todos los escalares k1 y k2.
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31. Sean u y v vectores diferentes de cero en el espacio bidimensional o en el tridimen-
sional. Si k = ‖u‖ y l = ‖v‖, demuestre que el vector:

w =
1

k + l
(kv + lu)

biseca el ángulo entre u y v.

32. El subespacio de R3 generado por los vectores u1 = (4/5, 0,−3/5) y u2 = (0, 1, 0)
es un plano que pasa por el origen. Exprese w = (1, 2, 3) en la forma w = w1 + w2,
en donde w1 está en el plano y w2 es perpendicular al plano.

33. Repita el ejercicio anterior con u = (1, 1, 1) y u2 = (2, 0,−1).

34. Suponga que R4 tiene el producto euclidiano interior. Exprese w = (−1, 2, 6, 0) en la
forma w = w1+w2, en donde w1 está en el espacio W generado por u1 = (−1, 0, 1, 2)
y u2 = (0, 1, 0, 1), y w2 es ortogonal a W .

35. Aplicar un teorema, para expresar los siguientes polinomios como combinaciones
lineales de los tres polinomios normalizados de Legendre (Ejercicio 41).

a) 1 + x + 4x2

b) 2− 7x2

c) 4 + 3x

36. Suponga que R2 tiene el producto euclidiano interior. Aplique el proceso de Gram-
Schmidt para transformar la base {u1, u2} en una base ortonormal.

a) u1 = (1,−3), u2 = (2, 2)

b) u1 = (1, 0), u2 = (3,−5)

37. Suponga que R3 tiene el producto euclidiano interior. Aplique el proceso de Gram-
Schmidt para transformar la base {u1, u2, u3} en una base ortonormal.

a) u1 = (1, 1, 1), u2 = (−1, 1, 0), u3 = (1, 2, 1)

b) u1 = (1, 0, 0), u2 = (3, 7,−2), u3 = (0, 4, 1)

38. Suponga que R4 tiene el producto euclidiano interior. aplique el proceso de Gram-
Schmidt para transformar la base {u1, u2, u3, u4} en una base ortonormal.

u1 = (0, 2, 1, 0), u2 = (1,−1, 0, 0), u3 = (1, 2, 0,−1), u4 = (1, 0, 0, 1)
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39. Suponga que R3 tiene el producto euclidiano interior. Encuentre una base ortonor-
mal para el subespacio generado por (0, 1, 2), (−1, 0, 1).

40. Suponga que R3 tiene el producto interior 〈u, v〉 = u1v1 + 2u2v2 + 3u3v3. Aplique
el proceso de Gram-Schmidt para transformar

u1 = (1, 1, 1) u2 = (1, 1, 0) u3 = (1, 0, 0)

en una base ortonormal.

41. Suponga que el espacio vectorial P2 tiene el producto interior

〈p, q〉 =

∫ 1

−1

p(x)q(x)dx

Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base estándar S = {1, x, x2}
en una base ortonormal. (Los polinomios de la base resultante reciben el nombre
de los tres primeros polinomios normalizados de Legendre)

42. Suponga que P2 tiene el producto interior

〈p, q〉 =

∫ 1

0

p(x)q(x)dx

Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base estándar S = {1, x, x2}
en una base ortonormal.

43. Sea V el espacio vectorial de los polinomios f(t) con producto interno

〈f, g〉 =

∫ 2

0

f(t)g(t)dt

Aplicar el proceso de Gram-Schmidt al conjunto {1, t, t2} para obtener un conjunto
ortogonal {f0, f1, f2} con coeficiente enteros.

44. Encuentra una base ortonormal para el espacio solución del sistema:

3x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 0
2x1 + x2 + 3x3 + 3x4 = 0
x1 + x4 = 0
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Transformaciones Lineales.

Definición.

Si F : V → W es una función del Espacio Vectorial V hacia el Espacio Vectorial W ,
entonces:

F es una Transformación Lineal (T.L.) si:

1. F (u + v) = F (u) + F (v) ∀u, v ∈ V

2. F (ku) = kF (u) ∀u ∈ V y todo escalar k.

Nota.-

Si u ∈ V y V = Rn, entonces u es de la forma u = (u1, u2, · · · , un) de donde F (u) =
F ((u1, u2, · · · , un)) por simplicidad, nosotros denotaremos de la siguiente manera:

F (u) = F ((u1, u2, · · · , un)) = F (u1, u2, · · · , un)

Ejemplo.

Sea F : R2 → R3 tal que F (x, y) = (x, x + y, x− y)

Si u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ R2, entonces u + v = (x1 + x2, y1 + y2) ∈ R2

170
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De donde:

F (u + v) = F (x1 + x2, y1 + y2)

= (x1 + x2, [x1 + x2] + [y1 + y2], [x1 + x2]− [y1 + y2])

= (x1, x1 + y1, x1 − y1) + (x2, x2 + y2, x2 − y2)

= F (x1, y1) + F (y1, y2)

= F (u) + F (v)

y si k es un escalar, ku = (kx1, ky1) ∈ R2, de donde:

F (ku) = F (k(x1, y1))

= F (kx1, ky1)

= (kx1, kx1 + ky1, kx1 − ky1)

= k(x1, x1 + y1, x1 − y1)

= kF (x1, x2)

= kF (u)

∴ F es una T.L.

Observación.

1. Si F : V → W es T.L., ∀v1, v2 ∈ V y para todo escalar k1, k2, se cumple:

F (k1v1 + k2v2) = F (k1v1) + F (k2v2)

= k1F (v1) + k2F (v2)

2. De manera análoga. ∀v1, ..., vn ∈ V, ∀k1, ..., kn escalares, se cumple:

F (k1v1 + · · ·+ knvn) = k1F (v1) + · · · knF (vn)

Ejemplo.

Sea A ∈ Mm×n(R)
y

T :Rn → Rm

x 7→ T (x) = Ax

donde x ∈ Mn×1(R)

T es T.L. pues:
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Sea u, v ∈ Rn y k un escalar, por las propiedades matriciales se cumple:

A(u + v) = Au + Av

y
A(ku) = k(Au)

de donde:
T (u + v) = T (u) + T (v)

y
T (ku) = kT (u)

∴ T es T.L., llamada transformaciones matriciales.

Ejemplo. (Transformación cero)

Sean V y W E.V.

T :V → W

v 7→ T (v) = 0 ∀v ∈ V

cumple:

T (u + v) = 0 = 0 + 0 = T (u) + T (v)

T (ku) = 0 = k · 0 = kT (u)

∴ T es T.L.

Ejemplo. (Transformación Identidad)

Sea V E.V.

T :V → V

v 7→ T (v) = v

cumple:

T (u + v) = u + v = T (u) + T (v)

T (ku) = ku = kT (u)

∴ T es T.L. (Transformación Identidad sobre V )
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Ejemplo.

Sea V E.V. y k un escalar fijo

T : V → V

v 7→ T (v) = kv

es una T.L.

Notar que:

Si k > 1, T es una dilatación de V .

v

kv

Si 0 < k < 1, entonces T es una contracción de V .

KV

V

Ejemplo.

Sea V espacio vectorial con producto interior y W S.E. con dimensión finita de V y
que: S = {w1, ..., wr} es una base ortonormal.

Sea:

T :V → W

v 7→ T (v) = 〈v, w1〉w1 + · · ·+ 〈v, wr〉wr

una función proyección ortogonal de V sobre W . Veamos su linealidad.

T (u + v) = 〈u + v, w1〉w1 + · · ·+ 〈u + v, wr〉wr

= 〈u,w1〉w1 + 〈v, w1〉w1 + · · ·+ 〈u,wr〉wr + 〈v, wr〉wr

= T (u) + T (v)
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T (ku) = 〈ku, w1〉w1 + · · ·+ 〈ku, wr〉wr

= k〈u,w1〉w1 + · · ·+ k〈u,wr〉wr

= kT (u)

∴ T es una T.L.

Ejemplo.

Sea V espacio vectorial con producto interior y v0 ∈ V (fijo).

T :V → R
v 7→ T (v) = 〈v, v0〉

cumple:

T (u + v) = 〈u + v, v0〉
= 〈u, v0〉+ 〈v, v0〉
= T (u) + T (v)

T (ku) = 〈ku, v0〉
= k〈u, v0〉
= kT (u)

∴ T es T.L.

Ejemplo.

Sea V = C[0, 1] y W S.E. de C[0, 1]

D :V → W

f 7→ D(f) = f ′

cumple:

D(f + g) = (f + g)′ = f ′ + g′ = D(f) + D(g)

D(kf) = (kf)′ = kf ′ = kD(f)

∴ D es T.L.
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Ejemplo.

Sea V = C[0, 1]

J :V → R

f 7→ J(f) =

∫ 1

0

f(x)dx

cumple:

J(f + g) =

∫ 1

0

(f + g)(x)dx

=

∫ 1

0

[f(x) + g(x)]dx

=

∫ 1

0

f(x)dx +

∫ 1

0

g(x)dx

= J(f) + J(g)

J(kf) =

∫ 1

0

(kf)(x)dx

=

∫ 1

0

kf(x)dx

= k

∫ 1

0

f(x)dx

= kJ(f)

∴ J es una T.L.

6.1. Propiedades de T.L. Núcleo (kernel) e Imagen

Teorema.

Sea T : V → W una T.L.

1. T (0) = 0

2. T (−v) = −T (v) ∀v ∈ V

3. T (v − w) = T (v)− T (w) ∀v, w ∈ V
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Definición.

Sea T : V → W una T.L.

La imagen de T , definido por:

Im(T ) = {w ∈ W/T (v) = w, ∃v ∈ V }

El núcleo de T definida por:

N(T ) = {v ∈ V/T (v) = 0}

Teorema.

Sea T : V → W una T.L.

1. Im(T ) S.E. de W (Im(T ) ≤ W )

2. N(T ) S.E. de V (N(T ) ≤ V )

Ejemplo.

Sea

T : R3 → R3

(x, y, z) 7→ T (x, y, z) = (x, y, 0)

(proyección sobre XY )

(x,y,z)

(x,y,0)

Es claro que:
Im(T ) = {(a, b, 0)/∀a, b ∈ R} = X × Y

para el núcleo
N(T ) = {(0, 0, c)/∀c ∈ R
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Ejemplo.

Sea T : R3 → R2 una T.L. definida por:
[−1 1 2

1 0 −1

]

es decir:
T (x, y, z) = (−x + y + 2z, x− z)

Hallar el núcleo y la imagen de T .

Solución.

N(T ) = {v ∈ R3/T (v) = 0} = {(x, y, z) ∈ R3/T (x, y, z) = (0, 0)}

de donde:
−x + y + 2z = 0
x − z = 0

o [−1 1 2
1 0 −1

] [
x
y

]
=

[
0
0

]

Escalonando se tiene: 


x
y
z


 = t




1
−1
1




Aśı N(T ) = {t(1,−1, 1)/t ∈ R} ≤ R3

Observación.

Notar que dim(N(T )) = 1

Para la Im(T )

Im(T ) = {(a, b) ∈ R2/∃(x, y, z) ∈ R2 ∧ T (x, y, z) = (a, b)}
es decir queremos calcular (a, b) ∈ R2 tal que:

[−1 1 2
1 0 −1

] 


x
y
z


 =

[
a
b

]

cuya matriz aumentada, es: [−1 1 2 a
1 0 −1 b

]
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equivalente a: [
1 0 −1 b
0 1 1 a + b

]

el sistema tiene infinitas soluciones.

∴ Im(T ) = R2

Teorema.

Sea T : V → W una T.L.
T es inyectiva, si y sólo si N(T ) = {0}

6.2. Teorema de la dimensión.

Teorema.

Sea V de dimensión finita y sea T : V → W una T.L.
Entonces:

dim(V ) = dim(N(T )) + dim(Im(W ))

Observación.

Sea T : V → W una T.L. Se define el rango de T como la dimensión de su imagen
y la nulidad de T como la dimensión de su núcleo.

i.e. rango T = dim(Im(T ))

Nulidad T = dim(N(T ))

De donde el anterior teorema, se tiene:

rangoT + NulidadT = dim(V )

Ejemplo.

Sea T : R4 → R3 la aplicación lineal (T.L.) definida por:

T (x, y, z, t) = (x− y + z + t, x + 2z − t, x + y + 3z − 3t)

1. Hallar una base y la dimensión de la imagen de T .

Solución.-
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Hallaremos la imagen de los vectores de la base usual de R4

T (1, 0, 0, 0) = (1, 1, 1)

T (0, 1, 0, 0) = (−1, 0, 1)

T (0, 0, 1, 0) = (1, 2, 3)

T (0, 0, 0, 1) = (1,−1,−3)

de donde los vectores imagen generan Im(T ) por esa razón construiremos la matriz
cuyas filas son estos vectores imagen.




1 1 1
−1 0 1
1 2 3
1 −1 −3




equivalente a: 


1 1 1
0 1 2
0 0 0
0 0 0




Aśı (1, 1, 1) y (0, 1, 2) es una base de Im(T )

∴ dim(Im(T )) = 2

ó rango T = 2

2. Hallar una base y la dimensión del núcleo de T .

Solución.-

Para el núcleo:
N(T ) = {v/T (v) = 0,∀v ∈ V }

ie.
T (x, y, z, t) = (0, 0, 0)

entonces:
(x− y + z + t, x + 2z − t, x + y + 3z − 3t) = (0, 0, 0)

matricialmente se tiene:




1 −1 1 1
1 0 2 −1
1 1 3 −3







x
y
z
t


 =




0
0
0



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resolviendo se tiene:




1 −1 1 1
0 1 1 −2
0 0 0 0







x
y
z
t


 =




0
0
0




de donde:

x− y + z + t = 0

y + z − 2t = 0

entonces, si: z = p, t = q, entonces x = q − 2p, y = 2q − p

De donde:
(x, y, z, t) = p(−2,−1, 1, 0) + q(1, 2, 0, 1)

Aśı
dim(N(T )) = 2

ó
Nulidad(T ) = 2

y {(−2,−1, 1, 0), (1, 2, 0, 1) es una base de N(T )

Observación.

Note que se cumple el teorema de la dimensión:

rango(T ) + Nulidad(T ) = 2 + 2 = 4 = dim(R4)

6.3. Representación Matricial.

Sea
T : V → W

tal que dim(V ) = n, dim(W ) = m y B base de V y B′ base de W .

Entonces ∀x ∈ V , se tiene; la matriz de coordenadas [x]B ∈ Rn y la matriz de coorde-
nadas [T (x)]B′ ∈ Rm

De donde el proceso de aplicar x en T (x), la T.L. T “genera” una aplicación:

T ′ :Rn → Rm

[x]B 7→ [T (x)]B′
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T ′ siempre es una T.L., de donde se tiene:

A[x]B = [T (x)]B′

Si se conoce A, T (x) se puede calcular en tres pasos (indirecto).

1. Calcular la matriz de coordenadas.

2. Multiplicar [x]B por A al lado izquierdo, para obtener [T (x)B′ ].

3. Reconstruir T (x) a partir de su matriz de coordenadas [T (x)]B′ .

x
−−−−→
directo T (x)

(1)

y
x

[x]B
−−−→
(2) [T (x)]B′

Nota.

El procedimiento indirecto es importante; pues:

Es fácil manipular las T.L. en computadora.

Es teórica, con importantes consecuencias prácticas.

Observación.

A =

matriz de T
con respecto
a las bases

B y B′
=

[
[T (u1)]B′ ]

...[T (u2)]B′
... · · · ...[T (un)]B′

]

donde B = (u1, u2, ..., un) es base de V .

Ejemplo.

Sea

T :P1 → P2

p(x) 7→ T (p(x)) = xp(x)

una transformación lineal.
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Encuentrese la matriz para T con respecto a las bases

B = {u1, u2}, B′ = {u′1, u′2, u′3}

en donde:
u1 = 1, u2 = x

u′1 = 1, u′2 = x, u′3 = x2

Solución.-
Encontremos las imágenes con respecto a la base B.

T (u1) = T (1) = x · 1 = x

T (u2) = T (x) = x · x = x2

por simple observación, se tiene las matrices de coordenadas con relación a B′

[T (u1)]B′ =




0
1
0




[T (u2)]B′ =




0
0
1




de donde la matriz para T con respecto a B y B′ es:

A =
[
[T (u1)]B′

...[T (u2)]B′
]

=




0 0
1 0
0 1




Ejemplo.

Si x = 1− 2x. Hallar T (x) por el procedimiento indirecto.
Solución.-
Por simple observación, la matriz de coordenadas de x con respecto a B es:

[x]B =

[
1
−2

]

de donde:

[T (x)]B′ = A[x]B =




0 0
1 0
0 1




[
1
−2

]
=




0
1
−2



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6.3. REPRESENTACIÓN MATRICIAL. 183

Aśı:

T (x) = 0 · u′1 + 1 · u′2 − 2 · u′2
= 0 · 1 + 1 · x− 2 · x2

= x− 2x2

Prueba.

Haremos la prueba mediante el calculo directo

T (x) = T (1− 2x)

= x(1− 2x)

= x− 2x2

Observación.

Si V = W , entonces T : V → V es T.L., es común tomar B = B′ al construir una
matriz de T .

La matriz resultante se conoce como matriz de T con respecto a la base B.

Ejemplo.

Sea

T : R2 −→ R2

[
x1

x2

]
7→ T

([
x1

x2

])
=

[
x1 + x2

−2x1 + 4x2

]

Hallar la matriz de T con respecto a la base B =

{[
1
1

]
,

[
1
2

]}

Solución.-
Sea

u1 =

[
1
1

]
, u2 =

[
1
2

]

de donde:

T (u1) =

[
2
2

]
= 2u1

y

T (u2) =

[
3
6

]
= 3u2
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de donde:

[T (u1)]B =

[
2
0

]

y

[T (u2)]B =

[
0
3

]

Aśı, la matriz de T con respecto a B es:

A =

[
2 0
0 3

]

6.4. PROBLEMAS PROPUESTOS

Introducción a las Transformaciones Lineales.

En los siguientes 8 ejercicios se da una fórmula para una función F : R2 → R2. En
cada ejercicio, determine si F es una transformación lineal.

1. F (x, y) = (2x, y)

2. F (x, y) = (x2, y)

3. F (x, y) = (y, x)

4. F (x, y) = (0, y)

5. F (x, y) = (x, y + 1)

6. F (x, y) = (2x + y, x− y)

7. F (x, y) = (y, y)

8. F (x, y) = ( 3
√

x, 3
√

y)

En los siguientes 4 ejercicios, se da una fórmula para una función F : R3 → R2. En
cada ejercicio, determine si F es una transformación lineal.

9. F (x, y, z) = (x, x + y + z)

10. F (x, y, z) = (0, 0)

11. F (x, y, z) = (1, 1)
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12. F (x, y, z) = (2x + y, 3y − 4z)

En los siguientes 4 ejercicios, se da una fórmula para una función F : M2(R) → R.
En cada ejercicio, determine si F es lineal.

13. F

([
a b
c d

])
= a + d

14. F

([
a b
c d

])
=

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣

15. F

([
a b
c d

])
= 2a + 3b + c− d

16. F

([
a b
c d

])
= a2 + b2

En los siguientes 4 ejercicios, se da una fórmula para una función F : P2 → P2. En
cada ejercicio, determine si F es lineal.

17. F (a0 + a1x + a2x
2) = a0 + (a1 + a2)x + (2a0 − 3a1)x

2

18. F (a0 + a1x + a2x
2) = a0 + a1(x + 1) + a2(x + 1)2

19. F (a0 + a1x + a2x
2) = 0

20. F (a0 + a1x + a2x
2) = (a0 + 1) + a1x + a2x

2

21. Sea F : R2 → R2 la función que aplica cada punto del plano hacia su reflexión
respecto al eje y. Halle una fórmula para F y demuestre que F es un operador
lineal sobre R2

22. Sea B una matriz fija de 2 × 3. Demuestre que la función T : M2(K) → M23(K)
definida por T (A) = AB es una transformación lineal.

23. Sea T : R3 → R2 una transformación matricial y supóngase que

T

(


1
0
0




)
=

[
1
1

]
, T

(


0
1
0




)
=

[
3
0

]
, T

(


0
0
1




)
=

[
4
−7

]

a) Halle la matriz

b) Halle T

(


1
3
8




)
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c) Encuentre T

(


x
y
z




)

24. Sea T : R3 → W la proyección ortogonal de R3 sobre el plano xz,W

a) Halle una formula para T .

b) Halle T (2, 7,−1)

25. Sea T : R3 → W la proyección ortogonal de R3 sobre el plano W que tiene la
ecuación x + y + z = 0.

a) Halle una fórmula para T .

b) Halle T (3, 8, 4)

26. Probar que existe una transformación lineal F : R2 → R2 tal que F (1, 1) = (−5, 3)
y F (−1, 1) = (5, 2). Para dicha F , determinar F (5, 3) y F (−1, 2).

27. ¿Existirá una transformación lineal F : R2 → R2 tal que F (1, 1) = (2, 6), F (−1, 1) =
(2, 1) y F (2, 7) = (5, 3)?

28. Sean F,G : R3 → R3 transformaciones lineales tales que

F (1, 0, 1) = (1, 2, 1), F (2, 1, 0) = (2, 1, 0), F (−1, 0, 0) = (1, 2, 1),

G(1, 1, 1) = (1, 1, 0), G(3, 2, 1) = (0, 0, 1), G(2, 2,−1) = (3,−1, 2)

Determinar si F = G.

29. Hallar todos los a ∈ R para los cuales exista una transformación lineal F : R3 → R3

que satisfaga que F (1,−1, 1) = (2, a,−1), F (1,−1, 2) = (a2,−1, 1) y F (1,−1,−2) =
(5,−1,−7)

30. Pruebe que si T : V → W es una transformación lineal, entonces T (u − v) =
T (u)− T (v) para todos los vectores u y v en V .

31. Sea [v1, v2, ..., vn] una base para un espacio vectorial V y supóngase que T : V → W
es una transformación lineal. Demuestre que si T (v1) = v1 = T (v2) = v2 = ... =
T (vn) = 0, entonces T es la transformación cero.

32. Sea [v1, v2, ..., vn] una base para un espacio vectorial V y supóngase que T : V → V
es una transformación lineal. Demuestre que si T (v1) = v1 = T (v2) = v2 = ... =
T (vn) = vn, entonces T es la transformación identidad sobre V .
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Propiedades de las Transformaciones Lineales.

1. Sea T : R2 → R2 la multiplicación por

(
2 −1
−8 4

)

¿Cuáles de las siguientes matrices están en Im(T )?

a)

(
1
−4

)

b)

(
5
0

)

c)

(−3
12

)

2. Sea T : R2 → R2 la transformación lineal del anterior ejercicio. ¿Cuáles de las
siguientes matrices están en N(T )?

a)

(
5
10

)

b)

(
3
2

)

c)

(
1
1

)

3. Sea T : R4 → R3 la multiplicación por




4 1 −2 −3
2 1 1 −4
6 0 −9 9




¿Cuáles de las siguientes matrices están en Im(T )?

a)




0
0
6




b)




1
3
0



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c)




2
4
1




4. Sea T : R4 → R3 la transformación lineal del ejercicio anterior. ¿Cuáles de las
siguientes matrices están en N(T )?

a)




3
−8
2
0




b)




0
0
0
1




c)




0
−4
1
0




5. Sea T : P2 → P3 la transformación lineal definida por T (P (x)) = xP (x). ¿Cuáles
de los polinomios siguientes están en N(T )?

a) x2

b) 0

c) 1 + x

6. Sea T : P2 → P3 la transformación lineal del ejercicio anterior. ¿Cuáles de los
siguientes polinomios están en Im(T )?

a) x + x2

b) 1 + x

c) 3− x2

7. Sea V cualquier espacio vectorial y supóngase que T : V → V está definida por
T (v) = 3v

a) ¿Cuál es el núcleo de T?

b) ¿Cuál es la imagen de T?

8. Halle el rango y la nulidad de la transformación lineal del ejercicio 5.
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9. Considérese la base S = {v1, v2, v3} para R3, en donde v1 = (1, 2, 3), v2 = (2, 5, 3) y
v3 = (1, 0, 10). Encuentre una fórmula para la transformación lineal T : R3 → R2

para la que T (v1) = (1, 0), T (v2) = (1, 0) y T (v3) = (0, 1). Hallar T (1, 1, 1)

10. Hallar la transformación lineal T : P2 → P2 para la que T (1) = 1+x, T (x) = 3−x2

y T (x2) = 4 + 2x− 3x2. Hallar T (2− 2x + 3x2)

11. En cada inciso utilice la información dada a fin de encontrar la nulidad de T .

a) T : R5 → R7 tiene rango 3.

b) T : P4 → P3 tiene rango 1.

c) La imagen de T : R6 → R3 es R3.

d) T : M2(K) → M2(K) tiene rango 3.

12. Sea A una matriz de 7 × 6 tal que AX = 0 tiene únicamente la solución trivial y
supóngase que T : R6 → R7 es la multiplicación por A. Halle el rango y la nulidad
de T .

En los siguientes 4 ejercicios, sea T la multiplicación por la matriz que se da. Halle:

a) Una base para la imagen de T .

b) Una base para el núcleo de T .

c) El rango y la nulidad de T .

13.




1 −1 3
5 6 −4
7 4 2




14.




2 0 −1
4 0 −2
0 0 0




15.

(
4 1 5 2
1 2 3 0

)

16.




1 4 5 0 9
3 −2 1 0 −1
−1 0 −1 0 −1
2 3 5 1 8




17. Sea T : V → V un operador lineal sobre un espacio vectorial V de dimensión finita.
Pruebe que Im(T ) = V si y sólo si N(T ) = {0}.
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18. Sea D : P3 → P2 la transformación derivación D(p) = p′. Describa el núcleo de D.

19. Sea J : P1 → R la transformación integración J(p) =
∫ 1

−1
p(x)dx. Describa el

núcleo de J .

Representación Matricial.

1. Sea T : P2 → P1 la transformación lineal definida por

T (a0 + a1x + a2x
2) = (a0 + a1)− (2a1 + 3a2)x

Halle la matriz de T , con respecto a las bases estándar para P2 y P1

2. Sea T : R2 → R3 definida por

T

([
x1

x2

])
=




x1 + 2x2

−x1

0




a) Encuentre la matriz de T con respecto a las bases B = {u1, u2} y B′ =
{v1, v2, v3}, en donde

u1 =

[
1
3

]
u2 =

[−2
4

]
v1 =




1
1
1


 v2 =




2
2
0


 v3 =




3
0
0




b) Use la matriz obtenida en (a) con el fin de calcular

T

([
8
3

])

3. Sea T : R3 → R3 definida por

T

(


x1

x2

x3




)
=




x1 − x2

x2 − x1

x1 − x3




a) Halle la matriz de T con respecto a la base B = {v1, v2, v3}, en donde

v1 =




1
0
1


 v2 =




0
1
1


 v3 =




1
1
0



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b) Use la matriz obtenida en (a) para calcular

T

(


2
0
0




)

4. Sea T : P2 → P4 la transformación lineal definida por T (p(x)) = x2p(x).

a) Halle la matriz de T con respecto a las bases B = {p1, p2, p3}, done p1 =
1 + x2, p2 = 1 + 2x + 3x2, p3 = 4 + 5x + x2 y B′ es la base estándar para P4.

b) Use la matriz obtenida en (a) para calcular T (−3 + 5x− 2x2)

5. Sean v1 =

(
1
3

)
y v2 =

(−1
4

)
, y suponga que

A =

(
1 3
−2 5

)

es la matriz de T : R2 → R2 con respecto a la base B = {v1, v2}.
a) Halle [T (v1)]B y [T (v2)]B

b) Encuentre T (v1) y T (v2)

c) Halle T

([
1
1

])

6. Sea A =




3 −2 1 0
1 6 2 1
−3 0 7 1


 la matriz de T : R4 → R3 con respecto a las bases

B = {v1, v2, v3, v4} y B′ = {w1, w2, w3}, en donde

v1 =




0
1
1
1


 v2




2
1
−1
−1


 v3 =




1
4
−1
2


 v4 =




6
9
4
2




w1 =




0
8
8


 w2 =



−7
8
1


 w3



−6
9
1




a) Halle [T (v1)]B′ , [T (v2)]B′ , [T (v3)]B′ y [T (v4)]B′ .

b) Encuentre T (v1), T (v2), T (v3) y T (v4).
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c) Halle T

(



2
2
0
0




)
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Valores y Vectores Caracteŕısticos.

7.1. Valores Propios (Eigen valores)

y Vectores Propios. (Eigen vectores)

En muchos problemas de ciencias y matemáticas, se da un operador lineal

T : V → V

y es importante determinar aquellos escalares λ para los cuales la ecuación

T (x) = λx

tenga soluciones diferentes de cero.

Definición.

Sea A ∈ Mn(K).

Se dice que un vector diferente de cero x ∈ Rn es un vector propio de A si:

Ax = λx

para algún λ escalar.

El escalar λ se denomina valor propio de A y se dice que x es un vector propio
correspondiente a λ.
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Ejemplo.

El vector x =

[
1
2

]
es un vector propio de

A =

[
3 0
8 −1

]

Correspondiente al valor propio λ = 3, pues

Ax =

[
3 0
8 −1

] [
1
2

]
=

[
3
6

]
= 3x

Observación.

Los vectores propios y valores propios su interpretación geométrica en R2 y R3 es:

x

x

xlx=Ax

lx=Ax

lx=Ax

Si λ > 1 si 0 < λ < 1 si λ < 0

Dilatación Contracción Inversión de la dirección

Para encontrar los valores propios de una matriz A de n× n, se sigue:

Ax = λx

Ax = λIx

(λI − A)x = 0

Para que λ sea un valor propio, debe de haber una solución diferente de cero de esta
ecuación.

Sin embargo, tendrá soluciones diferentes de cero si y sólo si:

det(λI − A) = 0
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Esto se conoce como ecuación caracteŕıstica de A.

Los escalares que satisfacen esta ecuación son los valores propios de A.

Cuando se desarrolla el determinante

det(λI − A)

es un polinomio en λ conocido como polinomio caracteŕıstico de A.

Ejemplo.

Encuentre los valores propios de la matriz

A =

[
3 2
−1 0

]

Solución.
Como:

λI − A = λ

[
1 0
0 1

]
−

[
3 2
−1 0

]
=

[
λ− 3 −2

1 λ

]

el polinomio caracteŕıstico de A es:

det(λI − A) =

∣∣∣∣
λ− 3 −2

1 λ

∣∣∣∣ = λ2 − 3λ + 2

y la ecuación caracteŕıstica de A es:

λ2 − 3λ + 2 = 0

cuya solución es:
λ = 1, λ = 2

que son los valores propios de A.

Ejemplo.

Hallar los valores propios de la matriz

A =

[−2 −1
5 2

]

donde A ∈ M2(R)
Solución.
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Como:

det(λI − A) =

∣∣∣∣
λ + 2 1
−5 λ− 2

∣∣∣∣ = λ2 + 1

Los valores propios de A deben satisfacer la ecuación:

λ2 + 1 = 0

pero esta ecuación cuadrática tiene como solución a los números imaginarios

λ = i, λ = −i

Como A tiene entradas reales, entonces A no tiene valores propios.

Ejemplo.

Hallar los valores propios de:

A =




0 1 0
0 0 1
4 −17 8




Solución.
Como

det(λI − A) =

∣∣∣∣∣∣

λ −1 0
0 λ −1
−4 17 λ− 8

∣∣∣∣∣∣
= λ3 − 8λ2 + 17λ− 4

los valores propios deben de satisfacer la ecuación caracteŕıstica

λ3 − 8λ2 + 17λ− 4 = 0

Resolviendo, se tiene:
(λ− 4)(λ2 − 4λ + 1) = 0

λ2 − 4 = 0 λ2 − 4λ + 1 = 0

λ = 4 λ = ±
√

3

Aśı los valores propios son:

λ = 4, λ = 2 +
√

3, λ = 2−
√

3

El siguiente teorema, resume todos los resultados obtenidos hasta ahora.
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Teorema.

Sea A ∈ Mn(R)
Las siguientes proposiciones son equivalentes

1. λ es un valor propio de A.

2. El sistema de ecuaciones
(λI − A)X = 0

tiene soluciones no triviales.

3. ∃x ∈ Rn; x 6= 0/Ax = λx

4. λ es una solución real de la ecuación caracteŕıstica

det(λI − A) = 0

Ahora que se ha visto cómo se encuentra los valores propios, se considerará el problema
de encontrar los vectores propios.

Los vectores propios de A correspondiente a un valor propio λ son los vectores dife-
rentes de cero que satisfacen

Ax = λx

También se puede decir que los vectores propios correspondientes a λ son los vectores
diferentes de cero en el espacio de soluciones

(λI − A)x = 0

A este espacio de soluciones se le conoce como espacio propio (eigen espacio) de A
correspondiente a λ

Ejemplo.

Hallar la base para el espacio propio de:

A =




3 −2 0
−2 3 0
0 0 5




Solución.
El polinomio caracteŕıstico de A es:

(λ− 1)(λ− 5)2
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y la ecuación caracteŕıstica de A es:

(λ− 1)(λ− 5)2 = 0

de donde los valores propios de A es:

λ = 1 λ = 5

sea X =




x1

x2

x3


 un vector propio de A correspondiente a λ si, y sólo si X es una solución

no trivial de:
(λI − A)X = 0

ie. 


λ− 3 2 0
2 λ− 3 0
0 0 λ− 5







x1

x2

x3


 =




0
0
0


 · · · ?

si λ = 5, (?) se tiene: 


2 2 0
2 2 0
0 0 0







x1

x2

x3


 =




0
0
0




resolviendo se tiene:
x1 = −s, x2 = s, x3 = t ∀s, t ∈ R

Aśı, los vectores propios de A correspondiente a λ = 5 (vectores diferente de cero) son:

X =



−s
s
t


 = s



−1
1
0


 + t




0
0
1




a la vez (−1, 1, 0) y (0, 0, 1) son base para espacio propio correspondiente a λ = 5.
Si λ = 1, (?) se tiene: 


−2 2 0
2 −2 0
0 0 −4







x1

x2

x3


 =




0
0
0




resolviendo, se tiene:
x1 = t, x2 = t, x3 = 0 ∀t ∈ R

los vectores propios correspondientes a λ = 1 son:

X = t(1, 1, 0) ∀t ∈ R
de donde (1, 1, 0) es una base para el espacio propio correspondiente a λ = 1.
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Ejemplo.

Hallar los valores propios y bases para los espacios propios de operador lineal
T : P2 −→ P2

(a + bx + cx2) 7→ T (a + bx + cx2) = (3a− 2b) + (−2a + 3b)x + (5c)x2

Solución.
La matriz de T con respecto a la base estándar B = {1, x, x2} es:

A =




3 −2 0
−2 3 0
0 0 5




Los valores propios de T son los valores propios de A; por el ejemplo anterior

λ = 1, λ = 5

de donde, el espacio propio de A correspondiente a λ = 5 tiene la base {u1, u2} y el
correspondiente a λ = 1 tiene la base {u3}, donde:

u1 =



−1
1
0


 , u2 =




0
0
1


 , u3 =




1
1
0




Estas matrices (vectores) son las matrices de coordenadas con respecto a B de:

[u1]B = −1 + x [u2]B = x2 [u3]B = 1 + x

Aśı {−1 + x, x2} es una base para el espacio propio de T correspondiente a λ = 5, y
{1 + x} es una base para el espacio propio correspondiente a λ = 1.

Nota.

Si V es un espacio de dimensión finita y A es la matriz de T con respecto a cualquier
base B, entonces:

1. Los valores propios de T son los valores propios de la matriz A.

2. Un vector x es un vector propio de T correspondiente a λ si y sólo si su matriz de
coordenadas [x]B es un vector propio de A correspondiente a λ.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



7.2. DIAGONALIZACIÓN. 200

7.2. Diagonalización.

Se tiene los siguientes problemas:

Problema 1. (Forma matricial) Dada una matriz cuadrada A, ¿existe una matriz
inversible P tal que P−1AP sea diagonal?

Problema 2. (Forma matrical) Dada una matriz cuadrada A, ¿hay una matriz orto-
gonal P tal que P−1AP (= P T AP ) sea diagonal?

Para dar respuesta a estos problemas, se tiene:

Definición.

SE dice que una matriz cuadrada A es diagonalizable si existe una matriz invertible
P tal que P−1AP sea diagonal.

Observación.

Si existe P tal que P−1AP sea diagonal, se dice que P diagonaliza a A.

Teorema.

Sea A ∈ Mn(R)
Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. A es diagonalizable.

2. A tiene n vectores propios L.I.

Observación.

Pasos para diagonalizar una matriz diagonalizable A de n× n

Paso 1. Se halla n vectores propios L.I. de A, sea los n vectores propio de A:

p1, p2, ..., pn.

Paso 2. Se forma la matriz P que tenga a p1, p2, ..., pn como sus vectores columna.

Paso 3. Entonces P−1AP será matriz diagonal con λ1, ..., λn como sus elementos
sucesivos en la diagonal, en donde λi es el valor propio correspondiente a pi; i = 1, ..., n.
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Ejemplo.

Hallar una matriz P que diagonalize a

A =




3 −2 0
−2 3 0
0 0 5




Solución.
Recordemos que los valores propios de A son λ = 1 y λ = 5.
Y los vectores

p1 =



−1
1
0


 , p2 =




0
0
1




forman una base para el espacio propio que corresponde a λ = 5 y

p3 =




1
1
0




es una base para el espacio propio correspondiente a λ = 1.

Es fácil ver que {p1, p2, p3} es L.I., de donde:

P =



−1 0 1
1 0 1
0 1 0




diagonaliza a A.

Prueba.

P−1AP =



−1

2
1
2

0
0 0 1
1
2

1
2

0







3 −2 0
−2 3 0
0 0 5






−1 0 1
1 0 1
0 1 0


 =




5 0 0
0 5 0
0 0 1




Observación.

No existe preferencia alguna con respecto al orden de las columnas para P .
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Ejemplo.

La ecuación caracteŕıstica de

A =

[−3 2
−2 1

]

es

det(λI − A) =

∣∣∣∣
λ + 3 −2

2 λ− 1

∣∣∣∣ = (λ + 1)2 = 0

de donde λ = −1 es el único valor propio de A.

Los vectores propios correspondientes a λ = −1 son las soluciones de

(−I − A)X = 0

es decir
2x1 − 2x2 = 0
2x1 − 2x2 = 0

cuyas soluciones son
x1 = t, x2 = t ∀t ∈ R

y el espacio propio es: [
x1

x2

]
= t

[
1
1

]
∀t ∈ R

es un espacio unidimensional, entonces A no tiene dos vectores propios L.I.

∴ A no es diagonalizable.

Ejemplo.

Sea T : R3 → R3 un operador lineal.

Tal que T (x1, x2, x3) = (3x1 − 2x2,−2x1 + 3x2, 5x3)

Hallar una base para R3 con relación a la cual la matriz de T sea diagonal.

Solución.
Sea B = {e1, e2, e3} la base estandar para R3, entonces:

T (e1) =




3
−2
0


 , T (e2) =



−2
3
0


 , T (e3) =




0
0
5




Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



7.2. DIAGONALIZACIÓN. 203

donde la matriz estándar para T es:

A =




3 −2 0
−2 3 0
0 0 5




para cambiar la base estándar hacia una nueva base B′ = {u′1, u′2, u′3} para obtener una
matriz diagonal A′ para T .

Hacemos que P sea la matriz de transición de la base desconocida B′ hacia la base
estándar B.

De donde A y A′ estarán relacionadas por medio de:

A′ = P−1AP

es decir la matriz de transición P diagonaliza a A.
Vimos que:

P =



−1 0 1
1 0 1
0 1 0


 y A′ =




5 0 0
0 5 0
0 0 1




Como P representa la matriz de transición de la base B′ = {u′1, u′2, u′3} hacia la base
estandar B = {e1, e2, e3}, las columnas de P son; [u′1]B, [u′2]B y [u′3]B donde:

[u′1]B =



−1
1
0


 , [u′2]B =




0
0
1


 , [u′3]B =




1
1
0




entonces:

u′1 = (−1)e1 + (1)e2 + (0)e3 = (−1, 1, 0)

u′2 = (0)e1 + (0)e2 + (1)e3 = (0, 0, 1)

u′2 = (1)e1 + (1)e2 + (0)e3 = (1, 1, 0)

donde {u′1, u′2, u′3} son vectores base que producen la matriz diagonal A′ para T .

Observación.

Por el momento, sólo se ha desarrollado técnicas para diagonalizar una matriz diago-
nalizable.

La pregunta ahora es:

¿Cuándo una matriz cuadrada es diagonalizable?

Para dar respuesta a ello, se tomará énfasis en los siguientes teoremas:
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Teorema.

Si v1, ..., vk son vectores propios de A correspondiente a los valores propios distintos
λ1, ..., λk, entonces {v1, ..., vk es un conjunto L.I.

Teorema.

Si una matriz A de n×n tiene n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

Ejemplo.

Se observo que:

A =




2 1 0
3 2 0
0 0 4




tiene tres valores propios

λ = 4, λ = 2 +
√

3, λ = 2−
√

3

∴ A es diagonalizable.

Además

P−1AP =




4 0 0

0 2 +
√

3 0

0 0 2−√3




para alguna matriz inversible P .

Ejemplo.

Sea A de n× n.

Si A es diagonalizable, entonces no se cumple que A tenga n valores propios distintos.

Por ejemplo, si

A =

[
3 0
0 3

]

la ecuación caracteŕıstica de A es

det(λI − A) = (λ− 3)2 = 0

de donde λ = 3 es el único valor propio de A.

Es obvio que A es diagonalizable, pues si P = I, entonces:

P−1AP = A =

[
3 0
0 3

]
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7.3. Diagonalización Ortogonal; Matrices simétricas.

Definición.

Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonalmente diagonalizable si existe
una matriz ortogonal P tal que P−1AP (= P T AP ) sea diagonal; se dice que la matriz P
diagonaliza ortogonalmente a A.

Teorema.

Si A ∈ Mn(R) las proposiciones son equivalentes:

1. A es ortogonalmente diagonalizable.

2. A tiene un conjunto ortonormal de n vectores propios.

Teorema.

Sea A ∈ Mn(R).

Las proposiciones siguientes son equivalentes:

1. A es ortogonalmente diagonalizable.

2. A es simétrica (A = AT )

Ejemplo.

La matriz

A =




1 −4 5
−4 7 0
5 0 −2




es simétrica.

Pues A = AT

Teorema.

Si A es una matriz simétrica, entonces los vectores propios de espacios propios dife-
rentes son ortogonales.

Observación.

Como consecuencia de este teorema, se tiene el procedimiento para diagonalizar orto-
gonalmente una matriz simétrica.
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Paso I.

Hallar una base para cada espacio propio de A.

Paso II.

Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a cada una de estas bases a fin de obtener una
base ortonormal para cada espacio propio.

Paso III.

Fórmese la matriz P cuyas columnas sean los vectores base construidas en el paso II;
esta matriz diagonaliza ortogonalmente a A.

Ejemplo.

Hallar una matriz ortogonal P que diagonalice a

A =




4 2 2
2 4 2
2 2 4




Solución.
La ecuación caracteŕıstica de A es:

det(λI − A) =




λ− 4 −2 −2
−2 λ− 4 −2
−2 −2 λ− 4




= (λ− 2)2(λ− 8) = 0

Aśı los valores propios de A son:

λ = 2 λ = 8

Para λ = 2

u1 =



−1
1
0


 y u2 =



−1
0
1


 es una base para el espacio propio correspondiente a λ = 2

Aplicando el proceso de Gram - Schimdt en {u1, u2} y normalizando se tiene:

v1 =
(
− 1√

2
, 1√

2
, 0

)
y v2 =

(
− 1√

6
,− 1√

6
, 2√

6

)
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Para λ = 8

Se tiene u1 = (1, 1, 1) que es base para el espacio propio correspondiente a λ = 8.

Aplicando el proceso de Gram - Schmidt y normalizando se tiene:

v3 =
( 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)

Ahora utilizando v1, v2 y v3 como vectores columna, se tiene:

P =



− 1√

2
− 1√

6
1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

0 2√
6

1√
3




La cual diagonaliza ortogonalmente a A.

7.4. PROBLEMAS PROPUESTOS.

Valores y Vectores Propios.

1. Encuentre las ecuaciones caracteŕısticas de las matrices siguientes:

a)

(
3 0
8 −1

)

b)

(
10 −9
4 −2

)

c)

(
0 3
4 0

)

d)

(−2 −7
1 2

)

e)

(
0 0
0 0

)

f )

(
1 0
0 1

)

2. Hallar los valores propios de las matrices el ejercicio 1.

3. Hallar las bases para los espacios propios de las matrices del ejercicio 1.
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4. En cada inciso del ejercicio 1, sea T : R2 → R2 la multiplicación por la matriz dada.
En cada caso, haga un esquema de las rectas en R2 que se aplican sobre śı mismas
bajo T .

5. Hallar las ecuaciones caracteŕısticas de las matrices siguientes:

a)




4 0 1
−2 1 0
−2 0 1




b)




3 0 −5
1/5 −1 0
1 1 −2




c)



−2 0 1
−6 −2 0
19 5 −4




d)



−1 0 1
−1 3 0
−4 13 −1




e)




5 0 1
1 1 0
−7 1 0




f )




5 6 2
0 −1 −8
1 0 −2




6. Hallar los valores propios de las matrices del ejercicio 5

7. Encuentre bases para los espacios propios de las matrices del ejercicio 5

8. Hallar las ecuaciones caracteŕıstica de las matrices siguientes:

a)




0 0 2 0
1 0 1 0
0 1 −2 0
0 0 0 1




b)




10 −9 0 0
4 −2 0 0
0 0 −2 −7
0 0 1 2



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9. Hallar los valores propios de las matrices del ejercicio 8.

10. Suponga que T : P2 → P2 se define por medio de

T (a0 + a1x + a2x
2) = (5a0 + 6a1 + 2a2)− (a1 + 8a2)x + (a0 − 2a2)x

2

a) Hallar los valores propios de T .

b) Encuentre bases para los espacios propios de T .

11. Suponga que T : M22 → M22 se define por medio de

T

([
a b
c d

])
=

[
2c a + c

b− 2c d

]

a) Hallar los valores propios de T .

b) Encuentre bases para los espacios propios de T .

12. Pruebe que λ = 0 es un valor propio de una matriz A si y sólo si A no es inversible.

13. Demuestre que el término constante que se encuentra en el polinomio caracteŕıstico
de una matriz A de n× n es (−1)ndet(A). (Sugerencia. El término constante es
el valor del polinomio caracteŕıstico cuando λ = 0.)

14. La traza de una matriz cuadrada A es la suma de los elementos que están en la
diagonal principal. Demuestre que la ecuación caracteŕıstica de una matriz A de
2× 2 es λ2 − tr(A) + det(A) = 0, en donde tr(A) es la traza de A.

15. Demuestre que los valores propios de una matriz triangular son los elementos que
se encuentran en la diagonal principal.

16. Demuestre que si λ es un valor propio de A, entonces λ2 es un valor propio de A2;
de modo más general, demuestre que λn es un valor propio de An, si n es un entero
positivo.

17. Aplicar los resultados de los ejercicios 15 y 16 para hallar los valores propios de A9,
en donde

A =




1 3 7 11
0 −1 3 8
0 0 −2 4
0 0 0 2




18. Sea λ un valor propio de un operador lineal T : V → V . Pruebe que los vectores
propios de T correspondiente a λ son los vectores diferente de cero del núcleo de
λI − T .
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19. Demuestre que si 0 < θ < π, entonces

A =

[
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

]

no tiene valores propios y, como consecuencia, no tiene vectores propios.

20. Hallar los valores propios de

A =




0 1 0
0 0 1
k3 −3k2 3k




21. Demuestre que si b 6= 0, entonces

A =

[
a b
0 a

]

no es diagonalizable.

22. El Teorema de Cayley-Hamilton, afirma que una matriz cuadrada A satisface
su ecuación caracteŕıstica; es decir, si

c0 + c1λ + c2λ
2 + · · ·+ cnλ

n = 0

es la ecuación caracteŕıstica, entonces

c0I + c1A + c2A
2 + · · ·+ cnAn = 0

verifique este resultado para:

a) A =

[
3 6
1 2

]

b) A =




0 1 0
0 0 1
1 −3 3




23. El Teorema de Cayley-Hamilton proporciona un método para calcular potencias de
una matriz. Por ejemplo, si A es una matriz de 2× 2, con ecuación caracteŕıstica

c0 + c1λ + λ2 = 0

entonces c0I + c1A + A2 = 0, de modo que

A2 = −c1A− c0I
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Al multiplicar todo por A da A3 = −c1A
2 − c0A, lo cual expresa A3 en términos

de A2 y A, y al multiplicar todo por A2 se obtiene A4 = −c1A
3 − c0A

2, que expre-
sa A4 en términos de A3 y A2. Continuando de esta manera, se pueden calcular
las potencias sucesivas de A, expresándolas simplemente en términos de potencias
inferiores. Utilice este procedimiento para calcular

A2, A3, A4 y A5

para

A =

[
3 6
1 2

]

24. Use el método del ejercicio 23 para calcular A3 y A4 si

A =




0 1 0
0 0 1
1 −3 3




Diagonalización.

1. Demuestre que las siguientes matrices no son diagonalizables.

a)

(
2 0
1 2

)

b)

(
2 −3
1 −1

)

c)




3 0 0
0 2 0
0 1 2




d)



−1 0 1
−1 3 0
−4 13 −1




2. Hallar una matriz P que diagonalice a A y determine P−1AP

a) A =

(−14 12
−20 17

)

b) A =

(
1 0
6 −1

)

c) A =




1 0 0
0 1 1
0 1 1



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d) A =




2 0 −2
0 3 0
0 0 3




3. Determine si A es diagonalizable. Si lo es, halle una matriz P que diagonalice a A
y determine P−1AP

a) A =




19 −9 −6
25 −11 −9
17 −9 −4




b) A =



−1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3




c) A =




5 0 0
1 5 0
0 1 5




d) A =




0 0 0
0 0 0
3 0 1




e) A =




−2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 3 0
0 0 1 3




f ) A =




−2 0 0 0
0 −2 5 −5
0 0 3 0
0 0 0 3




4. Sea T : R2 → R2 un operador lineal dado por

T

([
x1

x2

])
=

[
3x1 + 4x2

2x1 + x2

]

Hallar una base para R2 con relación a la cual la matriz de T sea diagonal.

5. Sea T : R3 → R3 un operador lineal dado por

T

(


x1

x2

x3




)
=




2x1 − x2 − x3

x1 − x3

−x1 + x2 + 2x3




Hallar una base para R3 con relación a la cual la matriz de T sea diagonal.
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6. Sea T : P1 → P1 el operador lineal definido por

T (a0 + a1x) = a0 + (6a0 − a1)x

Hallar una base para P1 con respecto a la cual la matriz para T sea diagonal.

7. Sea A una matriz de n× n y P una matriz inversible de n× n. Demuestre que:

a) (P−1AP )2 = P−1A2P.

b) (P−1AP )k = P−1AkP (k es un entero positivo).

8. Use los resultados del ejercicio 7 para ayudarse a calcular A10, en donde

A =

[
1 0
−1 2

]

(Sugerencia. Halle la matriz P que diagonalice a A y calcule (P−1AP )10.)

9. Sea

A =

[
a b
c d

]

Demuestre que:

a) A es diagonalizable si (a− d)2 + 4bc > 0

b) A no es diagonalizable si (a− d)2 + 4bc < 0

10. Demuestre que

A =

[
a b
c d

]

tiene

a) dos valores propios si (a− d)2 + 4bc > 0

b) un valor propio si (a− d)2 + 4bc = 0

c) ningún valor propio si (a− d)2 + 4bc < 0

Diagonalización ortogonal; Matrices simétricas.

1. Hallar una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A y determine P−1AP .

a) A =

[
3 1
1 3

]
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b) A =

[
5 3

√
3

3
√

3 −1

]

c) A =

[−7 24
24 7

]

d) A =



−2 0 −36
0 −3 0
−36 0 −23




e) A =




1 1 0
1 1 0
0 0 0




f ) A =




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2




g) A =




3 1 0 0
1 3 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




h) A =




5 −2 0 0
−2 2 0 0
0 0 5 −2
0 0 −2 2




2. Hallar una matriz que diagonaliza ortogonalmente a

[
a b
b a

]

en donde b 6= 0.
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