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CAPITULO 1

Matrices

1.1. Introduccidon

En el presente capitulo, definiremos arreglos rectangulares, los cuales llamaremos MA-
TRICES y al conjunto de arreglos rectangulares del mismo tamano lo dotaremos de una
estructura algebraica con la cual podremos hacer varias operaciones simultdneamente.
Nuestro estudio de las matrices tiene, en principio, el objetivo de estudiar sistemas de
ecuaciones lineales, las cuales reduciremos al estudio de ecuaciones del tipo A- X = B en
donde A, X, B son matrices.

Por consiguiente consideraremos que los elementos de las matrices estan en el campo
K el cual en general se puede suponer que son los numeros reales o complejos. Esta
consideracién obedece a lograr la mayor generalidad posible sin un esfuerzo adicional.
Pues los elementos de R™ o C™ se representaran convenientemente por “vectores fila”, o
“vectores columna”que son casos particulares de matrices.

1.2. Matrices.

1.2.1. Definicion

Una matriz sobre un cuerpo K de tamano m xn (o simplemente una matriz de tamano
m x n si K viene dada implicitamente), es un arreglo rectangular dispuesto en m filas y



1.2. MATRICES. 3

n columnas, es decir:

a1;  Aa12 Q1n
Q21 Q22 - Q2p (1 1)
Am1 Am2 Amn

Donde los a;; € K, parai=1,2,3,---my j=1,23,---n, son elementos de la matriz
(L) llamado entrada ij o componente ij, que aparece en la fila i—ésima y en la columna
J—ésima.

La matriz (L), se denota también por (a;;) parai=1,2,3,---my j=1,2,3,---n,
o simplemente por (a;;) cuando el tamano de la matriz es sobrentendida.

Las m n—plas horizontales son las filas de la matriz (I.1]).

te. (CL117 a2, - '1n)7 (a21, a2, - a2n); R (amla Am2, " amn)

De donde la i—ésima fila de la matriz (LI) es:

F; = (an, aip, -+ ,a1,) para cada i =1,---m

Las n m—plas verticales son las columnas de la matiz (L.

a1 a2 Q1n
. 21 a22 Q2n,
1€. : , : ,T T

am1 Am2 Amn

De donde la j—ésima columna de la matriz (1) es:

1,
C; = a?j para j =1,2,--- . n
Qmyj
Una matriz con m filas y n columnas se denomina matriz m por n, o matriz m x n.

Las matrices se denominaran usualmente por las letras mayusculas A, B, ... y los ele-
mentos del cuerpo K por mintusculas a, b, ...

1 -2 3
0 4 —-6)°

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades

Ejemplo.
La siguiente es una matriz 2 X 3:
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Donde, sus filas son:
F1 = (1, —2,3> y F2 = (0,4, —6)
Que también se denota simplemente por:

(1,-2,3) y (0,4, —6)

Y sus columnas son:

=)= ()= (%)

Que se denota simplemente por:

(o) (3) (&)

Ahora la siguiente pregunta es ;Cuando dos matrices seran iguales?

Entonces dos matrices A y B son iguales (A = B) si tienen la misma forma y sus
elementos correspondientes coinciden.

@11 Q22 -+ Qin by bip .- blq
. . Q21 Q22 -+  Q2n bay bag - -- b2q
ie. SiA=] | y B =
Am1 Gm2 ° Gmn bpl bp2 e bpq
(m=p,n=q)

Entonces, A=B < ¢ A
a;j = bj; para cada i yj

Asi la igualdad de dos matrices m x n equivale a un sistema de mn igualdades, una

por cada par de componentes.

Ejemplo
La asercién:

r+y 22+w)_(3 5
r—y z—w ) \1 4

es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones

r+z2=3
r—y=1
224+ w =05
z—w=4

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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La solucion del sistemaesz =2, y=1,2=3, w = —1

Nota: Para referirse a una matriz con una sola fila se utiliza también la expresion
vector fila; y para referirse a una con una columna, la expresion vector columna.  En
particular, un elemento del cuerpo K puede verse como una matriz 1 x 1.

En general si A es una matriz de m X n con elementos en el campo K, escribiremos:

A€ Myywn(K)

1.2.2. Diagonal y Traza

Sea A = (a;j) una matriz n—cuadrada. La diagonal (o diagonal principal) de A
consiste en los elementos a1, as, - -+ , ann, que lo denotaremos por:

dl(lg(A) - (alb a9, ,(lnn>

La traza de A, denotado por tr(A), es la suma de los elementos diagonales, es decir:

tT(A) :a11+a22+--~—|—ann: Zaii
=1

Una matriz A con n renglones (filas) y n columnas se denomina matriz cuadrada
de orden n y se dice que los elementos a1, ass, - , a,, estan en la diagonal principal,
que la denotaremos por:

diag(A) = (ai1, a2, , ann)
Ejemplo.

1
La matriz A = | 4
7

co Ot N
W O YW

es una matriz de orden 3 (es cuadrada), y podemos escribirla como
Ae M3X3(R) 0Ace€ M3(R)
ademas diag(A) = (1,5,9) y tr(A) =1+5+9=15

Ejemplo.
Sea A = (a;;) tal que:

aij =(i—25)%1=1,234y5j=1,2,3

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



1.3. OPERACIONES CON MATRICES. 6

De donde A es una matriz de tamano 4 x 3 (o simplemente Ayy3)
1 9 25
. 0 4 16
Es decir: A = 11 9
4 0 4
1.2.3. Matriz Nula y Matriz Identidad
La matriz nula 0,4, € M,,«x,(K) es la matriz definida

Oi]’ZO

Por ejemplo, la matriz nula de Msy3(R) es
000
Vs = (0 0 0)

Cuando no haya confusién escribiremos 0,,x, = 0

La matriz identidad “I, € M,(K)”, es la matriz definida por:
n={o iz
0 sii#j
Cuando no haya confusién escribiremos I, = I
Por ejemplo, la matriz identidad de orden 4, es:

0 0 1

0 0
1 ol°l= 1
0 1

I, =

o O O+
S O = O

1

ie. diag(I)=(1,1,1,1) y los demds son ceros.

1.3. Operaciones con Matrices.

1.3.1. Suma de Matrices

Definicién. Sea A, B € M,,x,(K), entonces la suma de A con B es la matriz A+ B €
M nsn(K) que se define por:
o+ 0] = ai; + by (1.2)

Para cada valor de 7, j
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Observacion.
» La suma (L.2)) es la suma del campo K.

» Es importante notar que el tamano de las matrices A y B deben de ser del mismo
tamano para poder realizar la suma.

Ejemplo.
Considere las siguientes matrices:
2 1 0 3 -4 3 5 1 11
A=|-1 0 2 4|,B={(2 2 0 -1 yC:(2 2)
4 =2 70 3 2 -4 5
-2 4 5 4
Entonces A+ B=| 1 2 2 3| Pero A+ C y B+ C no estan definidas.
7 0 35

1.3.2. Producto de Matrices

Producto de un escalar por una Matriz

Definicién. Sea A € M,,+,(K) y sea a € K. Definimos el producto de la matriz A
por el escalar a como la matriz «A € M, (K) dada por:

[aaliy = - ay

es decir:
aa;; Qa0 QQip
Qg1 QAgz -+ (2p
aA =
Alm1 Qpma  * QQmp
donde:

aj; a2 - Aip

A Q21 Q22 - d2p

Qm1  Am2 Qmn

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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Ejemplo.
4 2
SiA=1|1 3
-1 0
8 4 —4 =2
Entonces: 2A=1| 2 6|y (-1)A=|-1 -3
-2 0 10

Observaciéon. Si B es una matriz cualquiera, entonces —B denota el producto
(—1)B.

Si Ay B son dos matrices del mismo tamano, entonces A — B se define como la suma
A+ (=B)=A+ (-1)B.

Ejemplo.

2 3 4 0 2 7
SeaA_<1 2 1>YB—<1 -3 5)

Entonces A — B = (2 1 _3)

0 5 —4
Ejemplo.
1 0 5
SeaAdA=| 2 0 1 Hallar A — \I.
-1 1 -1
Solucion.
1 0 5 1 00 1 0 5 A0 O
A-X=[2 0 1 |-X[01 0)l=2 O 1]—-(0 XDO
-1 1 -1 0 0 1 -1 1 -1 0 0 X\
1—-X 0 5
= 2 -2 1

-1 1 —1-2A

Producto de dos Matrices

Definicién. Sea A € M,,«,(K) y B € My, (K). La matriz producto de A por B
es la matriz AB € M,,x,(K) definido por:

P

[ab]ij = Z Qi bkj (13)

k=1

Observacién.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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» Para que el producto de una matriz esté bien definido, el nimero de columnas de A
debe de ser igual al nimero de filas de la matriz B.

ie. Amxp : Ban = [AB]WXW

» Para obtener el elemento [ab];; se multiplica las coordenadas de la i-ésima fila de A
y la j-ésima columna de B término a término y luego se suma.

blj
. baj
1€. [ab]ij = (CLil, (075 T 7aip> . = a;1 blj + ;9 * sz + -+ CLZ‘p . bpj
bpj
Ejemplo.
Vamos a calcular el producto de las matrices:
1 2 1
1 2 -1 0 -1 =2 0
A_<—1 -2 0 2)2X4’ B = 3 -2 -1
2 3 -2

4x3

El producto esta bien definido pues el nimero de columnas de A es 4, que es igual al
ntimero de filas de B (de acuerdo a la definicion ([L3)) en nuestro ejemplo p = 4) . Luego
el tamano de la matriz AB es de 2 x 3.  Vamos a calcular algunos elementos de esta
matriz:

4
[abl,1 = Z a1k - b1 = a11b11 + ar2ba1 + a13bs1 + aq4bay
k=1
S+ @ (1) + (1) 3)+ (0-2) = —

lablas = Z Az - bz = az1b13 + ag2bas + agsbzz + asabys
k=1
(=) 1) +((=2)-0) + (0~ (~1)) + (2 (~2)) = -5,

Asi podemos ir llenando los elementos de la matriz AB:
-4 0O 0O
AB = ( 0 o -5 )

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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Finalmente obtenemos:
—4 0 2
AB_( 5 8 —5)
Observacién.

Si A € M,,(K) usaremos la siguiente notacion

At =A-A-.. .- A
—_—

n-veces

Propiedades
Sean A, B,C € M,«n(K) v «, 5 € K entonces:

1. A+ B=B+ A, (Conmutatividad).
2. (A+B)+C=A+(B+C), (Asociatividad).
3. Existe una tnica matriz 0 € M,,«,(K) tal que

A+0=A

4. Existe una unica matriz B € M,,,(K) tal que
A+B=0
La matriz B se denota por —A.
5. a(BA) = (afB)A, (Asociatividad).
6. (o« +PB)A = (aA)+ (BA), (Distributividad).
7. a(A+ B) = aA+ aB, (Distributividad).

En las siguientes propiedades, asumimos que estan definidas
8. A(BC) = (AB)C, (Asociatividad).
9. A(B+C)=AB+ AC.

Demostracion.
1. Evidentemente son del mismo tamano, lo que nos falta probar que es que las coor-
denadas correspondientes sean iguales, es decir:

[(Z + b]l] = az-j + bij = bij + (Iij = [b + a]ij VZ,]

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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De donde: A+B=B+ A

9. De igual manera, como esta definida, lo quenos falta probar es que sus coordenadas
correspondientes sean iguales, es decir:

p p p
la(b+ )iz = 32 ai - [b+cliy = D2 awm - (bry + crj) = Y- (air - brj + ai - cz) =
k=1 k=1 k=1

p p
i by + D ai - ey = [abli; + [acli; = [ab + acly; Vij
=1 k=1

De donde: AB+C)=AB+ AC.

Teorema

Si A € M, «n(K), entonces:
1. AI, = A
2. [,A=A

1.3.3. Matriz Transpuesta
Definicion

Si A € M,,x,(K), entonces la transpuesta de A es la matriz AT € M, »,,(K) definida
por:

Ty, _
[0 i = aji
Es decir:
T
@11 Q12 - Qin 11 Q21 -+ Gml
Q21 Q22 -+ Q2 Q12 Q22 -+ Am2
Am1 Am2 - Amn A1n Aon Amn
mXn nxm
Ejemplo.
-1 3
-1 0 2 -1 0 1
Sea A = . . ), entonces AT =
T 1 =2 =)’ 2 =2
-1 —1
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Teorema
Sean A, B € M,,x,(K), entonces:
L [AT)T=A

2. (A+B)T = AT 4+ b7
3. (@A)T = AT, donde « es un escalar.

4. si A € My y B € Myxn, entonces (AB)T = BT AT

Demostracion. Para la igualdad de matrices, suponemos que se cumple la primera
parte de que ambos son del mismo tamano. Lo que falta probar es que sus componentes
correspondientes sean iguales.

L [(@)"];; = (aV)i = ay » p

4. [(ab)T);; = [ably; = 2 asubis = 2 (6 )i () =

1(bT)ik(aT)kj = [b"a"];;

1.3.4. Matrices Simétricas

Sea A € M,(K), es simétrica si AT = A.
Es decir a;; = a;; para cada i, j

Una Matriz A € M, (K) es antisimétrica si AT = —A.
Es decir a;; = —aj;.
Claramente, los elementos diagonales de una matriz antisimétrica deben ser nulos, ya
que a;; = —ay;;, lo cual implica a; = 0
Ejemplo.
Consideremos las siguientes matrices:
2 3 =5 0o -1 3
A=13 1 6 |,B=|1 0 -4 yC’:(ég_Ol)
-5 6 —1 -3 4 0

1. Por simple inspeccién, vemos que los elementos simétricos de A son iguales, o que
AT = A. Siendo asi, A simétrica.

2. Por inspeccién, vemos que los elementos diagonales de B son 0 y que los elementos
simétricos son opuestos entre si. De este modo, B es antisimétrica.

3. Como C' no es cuadrada, no es simétrica ni antisimétrica.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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1.3.5. Matrices Ortogonales
Se dice que una matriz A € M, (K) es ortogonal si AAT = ATA=1.

Observemos que una matriz ortogonal A es necesariamente cuadrada e invertible, con
inversa A= = AT

Ejemplo.
L8 _4
9 9 9
Sea A= |35 —5 —5
g7
O 17 s 4 14 8
S I A (8 B D
Entonces: AA - g —1§ —4§ §9 —g —4§ == 010 =1
5 5 o/ \79 “5 39 001

Esto significa que AT = A~! y por tanto ATA =1. As{ A es ortogonal.

1.4. La Matriz Inversa

Dada A € M,(K) diremos que la matriz B € M, (K) es la inversa de A si:
AB=BA=1,

Observacién

Si una matriz tiene inversa, diremos que es inversible o que es una matriz singular.
Ejemplo.
. 2 =5 3 5
SiA= (_1 3)yB— <1 2)
Entonces AB=BA =1

Asi B es la matiz inversa de A 6 A es la matriz inversa de B.

Ejemplo.

Dada la matriz
1 2
a=(5 2)

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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Hallar B tal que AB =1

Solucion.

a b
Sea B = <c d)
entonces:

AB — 1 2 a b\ ([ a+2c b+2d \ (1 0
- \—-2 —4)\c d) \-2a—4c —-2b—4d) \0 1
Entonces, se tiene cuatro ecuaciones, que es:

a+2c=1
b+2d=0
—2a —4c=10
—2b—4d =1

Resolviendo, se llega a obtener 0 = 2 que evidentemente es falsa. En consecuencia, el
sistema no tiene solucién.

Por consiguiente no existe la matriz B y a la vez A no tiene inversa.

Ejemplo.
1 -3 0
LamatrizA=| 0 5 0
-1 2 0

No es inversible. ;jPor que?, pues existe una columna nula. Ahora si existiese una
matriz cuadrada, donde alguna fila sea nula, de igual manera no seria inversible.
Teorema.

Sea A € M, (K) y la matriz inversa de A existe, esta es unica.

Demostracion.(La demostracion serd por contradiccion)
Como se da la existencia de la inversa de A, lo que nos falta por demostrar es que esta
sea unica.

Para ello, supongamos que la inversa de una matriz no es tnica, entonces existen dos
inversas de A.

Sea B,C € M,(K) inversas de A, tal que B # C.

Entonces:

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades
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AB=BA=1
AC=CA=1

de donde:
B =BI,=B(AC)=(BA)C=1C=C

De donde B = (', lo cual contradice al hecho de suponer que existiesen dos inversas
que estas sean distintas, en consecuencia, concluimos que la inversa de una matriz es
Unica.

1.4.1. Definicién

Dada A € M,(K) si existe la matriz inversa de A la denotaremos con A~

Teorema.

Si A, B € M, (K) tienen inversa, entonces:

1. (A H1t=4

2. AB también tiene inversay (AB)™! = B~tA™!
Demostracion.

1. Como la inversa de A existe y a la vez esta es tnica, entonces este se cumple:
A A=A A=1

Luego la matriz A es la inversa de A™!, es decir: A = (A71)7!

2. Notemos que:
(AB)(B-'A~) = A(BB-1)A~! = ATA~ = (A)A~' = AA~' = [
De manera similar se cumple que: (B~*A™')(AB) =1
De donde: B~'A™! = (AB)™!

Corolario

Un producto de matrices inversibles es inversible.
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Ejemplo.

Sea la matriz

Hallar la matriz inversa de A si existe.

Solucion.

Sea B = <a b), la inversa de A.
c d

Entonces:

AB — 2 3 a b\ (2a+3c 2b+3d\ (1 O
- \2 2)\ec d) \2a+2c 2b+2d) \0 1

Para que estas matrices sean iguales, se tiene que cumplir, que:

20+ 3c=1
20 +2c=0
2b+3c=0
3b+2d=1
Cuyas soluciones son:
a=—1
_3
2
c=1
d=—1

Cuyos resultados son los mismos para BA = [
De donde la inversa existe y es:

Teorema.

Dada la matriz A € Ms(K)

(0}

Entonces A tiene inversa si y solo si ad — bc # 0 y la inversa es:

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



1.4. LA MATRIZ INVERSA 17

1 d —b
Al =
ad — bc (—C a )

Demostracion.
Sea B = p Z queremos determinar bajo que condiciones B puede ser la inversa
de A.

_ _fax+bz ay+bu\ (1 O
Entonces: AB = (cm—i—dz cy+du) = <O 1>

De donde, se tiene:

ar+bz=1 (D
cx+dz=0 @
ay+bu=0 @
cy+du=1 @

De @ y @), se tiene:

acx +bcz = ¢
—acxr —adz =0
bcz —adz = ¢

(ad — bc)z = —c
Entonces, para que tenga sentido,es necesario que ad — be # 0
c
De donde: z = e
De manera similar se tiene:
d b
T ad—be YT Tad—be
c a
T T ad—be T ad —be

Las cuales existen y son unica. Siempre y cuando ad — bc # 0

Ejemplo.

Sea:

e

Entonces 2-3 —1-1 =25 # 0, entonces la inversa de A existe y esta es:
173 -1
-1 _ =
=5
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Ejemplo.
Sea:

=5 4)

Como 1 (—4) — (—=2) - 2 = 0, entonces por el teorema anterior la matriz no tiene
inversa.

1.5. Matriz Escalonada

1.5.1. Definicién.
Una matriz A € M,,»,(K), se dice que es una matriz escalonada reducida si:
1. Todas las filas nulas se encuentran por debajo de las filas no nulas.

2. El pivote de la fila ¢ + 1 aparece a la derecha del pivote de la fila i para ¢ =
1,2, m—1

3. El pivote de cada fila no nula es igual a 1.

4. Siuna columna contiene un pivote, entonces todos los demas elementos de la colum-
na son iguales a cero.

Nota.

Si una matriz esta en forma escalonada, sus entradas principales no nulas se denomi-
naran entrada pivote o pivote.
Observacion.

Una matriz que cumple 1y 2 de la definicién, mas no necesariamente 3 y 4, se denomina
matriz escalonada.

Ejemplo.
Sea:
01 =3 2
A=10 0 2 1
00 0 O

A es una matriz escalonada, pero no una matriz escalonada reducida.
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Ejemplo.
1 3 =2 2 00 01 301
0 2 1 0 31 000 31
0 0 3 00 5 00 001
Son matrices escalonadas.
1 0 1 1 0 00 01200
010 01 00 00010
000 0011 000001

Son matrices escalonadas reducidas.

1.6. Operaciones Elementales

Dada una matriz A, nuestro objetivo es obtener una forma escalonada (reducida) que
sea equivalente a la matriz A.

Para esto identificaremos algunas operaciones elementales entre filas de una matriz.
Sea la matriz

ai; a2 - Q1n
ag1  Ag2 - A2n,

A=
Am1 Am2 -~ Omp

denotaremos con F; la i-ésima fila de A.
Luego si A tiene m filas, entonces denotaremos con:

Fy
a|
F,
Asi por ejemplo si
1 0 —1 1
A= _? —il)) g 1 entonces Fy = (=230 1)
§ =1 0 0
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1.6.1. Intercambio de filas
Sea A € M, xn(K)

El intercambio de la fila ¢ con la fila j, es:

Fy Fy
Fy Fy
Fy, Fr,
Por Ejemplo.
1 3 =2 1 1 3 =2 1
o O 3 —1 2 Fo—Fy _3 2 —1 O . /
A= 1 -1 3 =2 1 -1 3 =2 4
-3 2 -1 0 o 3 -1 2

Es claro que A’ # A, sin embargo diremos que A’ es equivalente por filas a la matriz

A

1.6.2. Definicién. (Matriz Elemental)

Se dice que una matriz de n X n es una matriz elemental, si se puede obtener a
partir de la matriz identidad de n x n realizando una sola operacién elemental sobre los
renglones.

Ejemplo.
1000
10 000 1 é(l)g
0 -3) looto] \g, )
0100

Son matrices elementales.
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Observacion.

1. Sea E;; € M,(K) tal que:

F;—F;

I''~"E;;
Entonces F; ; es invertible, pues:
Ei;-E;=1,
de donde E'Z_J1 =F;

2. Sea A € M5, (K), entonces AFi:Fj A'si,ysolosi B ;- A=A

Donde FE; ; es la matriz de intercambio de filas 6 matriz elemental de intercambio
de filas.

Ejemplo.

Sea E34 € My(R), es la matriz que se obtiene al intercambiar la tercera y cuarta
fila de la matriz identidad de orden 4.

1000 1000

o1 00| mem |O1 00|
=10 01 0 ~ 00 0 1| e

000 1 0010

Entonces:
1000\ /1000 1000
01 00][0100 0100
E374'E374_0001 0001 o010
0010/ \0oOT10 000 1
E3_,41=E3,4
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Ejemplo.
Sea:
1 2 -1 1
A=10 0 0 1
00 2 2
Entonces:
1 2 -1 1 1 2 -1 1
A=|0o0 0o 1] o0 2 2|=4a
00 2 2 00 0 1
De donde A’ es equivalente a A, y a la vez Ey3A = A’
Pues:
1 00
Eys=1{0 0 1
010
de donde
1 00 1 2 -1 1 1 2 -1
EysA=1(0 0 1 00 O 1]=100 2
010 00 2 2 00 O

1.6.3. Multiplicaciéon de una fila por un escalar.

Sea A € Myxn(K) y a € K tal que a # 0 y F; la i—ésima fila de A.

Entonces:
Fy Fy
F| = |aR
F,, F,,
donde: oF; = (aai, aa, - -+, aa;,)
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Ejemplo.
Sea:
1 2 3 -1
A=10 1 1 2
30 —1 =2
Entonces:
1 2 3 -1 1 2 3 -1
A=fo1 1 21*lo3 3 6 |=4
30 —1 =2 30 —1 =2
Observacion.

1. Es claro que A # A’

2. Sea I, ' Ey(a)
de donde E;(«a) € Mn(K) a la vez F;(«) es invertible.
Pues: Ey(o) - EBi(3) = I = Ei(;) - Ei(a)
1_

de donde [E;(«)]~™ ( )

3. Notar que A% A’ si, v sdlo si Ei(a)- A=A

Ejemplo.

Del ejemplo anterior, la matriz elemental correspondiente al multiplicar por 3 a la
segunda fila, es:

100
Ex3)=10 3 0
0 0 1
Entonces:
1 00 1 2 3 -1 1 2 3 -1
Ey(3)A=(0 3 0 01 1 2]=103 3 6 |=A4
0 01 30 -1 =2 3 0 -1 =2
A la vez como 3 # 0, entonces:
100
Ey(3)=[0 3 0
0 0 1
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Tal que E2(3)E2(%) = Ez(%)Ez(:';) =13

1.6.4. Adicion de filas

Sea A € Mp,«n(K), vamos a sustituir la fila i—ésima por ella misma, més « veces la

Jj—ésima fila.

F1 Fl
F, Fi + aF;
. F,L'—‘,-C!Fj .
B, F,
F, Fn
Donde:
Fi —+ OéF] = (ail + Oéajly a;o + aaj?a crr Ui + aajn)
Ejemplo.
1 2 -1 1 1 2 -1 1
o 2 3 O 1 F2+(72)F3 —4 —1 O _1 o /
A= 3 2 0 1 3 2 0 1 =4
-1 1 2 0 -1 1 2 0
Observacion.
Fi+OZFj

1. Sil, "~ " E;;(a); tal que E; ;(a) € M,(K)

Entonces: E; j(«) es invertible, pues:
Eij(a) - EBij(—a) = Eij(=a) - (@) = I,

de donde

Fi—l—aFj

2. Ei,j(a) A=A siA ~ A
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Ejemplo
1 2 -1 1 1 2 -1 1
A— 2 3 01 |mtom | 2+4(=2)1 3+(-2)2 0+ (=2)(-1) 1+ (=2)1
1 -1 31 2 3 0 1
2 1 00 2 1 0 0
1 2 -1 1
0o -1 2 =11
2 3 0 1 =4
2 1 0 0
Ejemplo.
Sea:
10 -1 1
A=12 0 0 2
00 1 1

La matriz A no esta en la forma escalonada, sin embargo podemos utilizar las tres ope-
raciones elementales por fila y tomando en cuenta la definicién (L5J]), para obtener una
matriz escalonada (reducida si es posible) A’ que sea equivalente por filas a la matriz A.

10 -1 1
A=|2 0 o 2ofr¥n
00 1 1
10 -1 1\ ,

00 2 o

00 1 1
10 -1 1
00 —1 0f 7L
00 1 1/)BHbe
100 2

00 1 0"
000 1
1000
0010]|=4a
000 1
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entonces la nueva matriz A’ esta en la forma escalonada reducida, A’ es equivalente
por filas a la matriz A.
También se verifica que:

Frs(—1) Bya(—1) Ba1(1) Bx(1/2) Eay(—2) A= A’

Nota. El proceso que acaba de observar, se conoce como la eliminaciéon de Gauss-
Jordan, que se puede aplicar a fin de llevar cualquier matriz a la forma escalonada en
los renglones (filas) reducida.

1.6.5. Teorema.

Sea A una matriz cuadrada.
Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. A es invertible.
2. A es equivalente por filas a la matriz identidad I.
3. A es producto de matrices elementales.

Demostracion.

1) = 2)

Por hipétesis, A es invertible y equivalente por filas, supongamos a la matriz B cua-
drada.

Por demostrar, que B = [

Demostraremos por contradiccion. Supongamos que B # [

Ahora como A es equivalente por filas a B, entonces existen matrices elementales
E, Es, ..., Ey, tales que:

Ey-...-Ey-E,-A=B

Como A es invertible y F; es invertible para ¢ = 1,2, ..., k, entonces necesariamente
B es invertible.
Por otro lado, como B # I, entonces B tiene una fila nula, entonces B no es invertible.
(=)
B=1

2) = 3)
Como A es equivalente por filas a la matriz 1.
Entonces, existen matrices elementales F1, s, ..., Ey, tales que:
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de donde
A=(Ey-..-Ey-E) '=FE"-Ey' B!

donde E; ! son matrices elementales para i = 1, ..., k

3) =1)
Por hipétesis A = E1FE, ... E, donde E; son matrices elementales e inver-tibles, en
consecuencia (por [L41]), el producto es invertible.

A es invertible.

Observacién.

1. Sea A € M, (K) invertible, entonces existen matrices elementales E, Es, ..., Ej, tal

que:
E.-...-BEy-Ei-A=1

0]

de donde:

AY=FE,-...-FEy-E;

Es decir A~! puede obtener efectuando las operaciones elementales entre filas F1, Fs, ..., Ej,
sobre la matriz identidad I.

2. El proceso nos conduce al siguiente algoritmo (Eliminacién Gaussiana) que bién
halla la inversa de una matriz cuadrada, o bién determina que A no es inversible.

1.7. Algoritmo par hallar la inversa de A,

Paso I Construir la matriz (por bloques) M, x2,; esto es, A estd en la mitad izquierda
de M y la matriz I en la derecha.

Paso II Reducir por filas M a forma escalonada.
Si el proceso genera una fila nula en la mitad A de M, concluir que A no es invertible.

Caso contrario A adoptara forma triangular.

Paso IIT Mis aun, reducir M a la forma escalonada reducida por filas (forma canénica),
(I|B), donde I ha reemplazado a la matriz A.

Paso IV Tomar A~!' = B
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Ejemplo.
Sea:
1 0 2
A=1[2 -1 3
4 1 8
Hallar A~*
Solucion.
Realizaremos los cuatro pasos:
M3><6:(A|I)
1 0 2100 oo
— |2 -13]010 ™
4 1 8| 001
1 0 2| 1 00 "
0 -1 1] —2 10 |X°
0 1 0] -4 01
10 2 | 1 0 0
01 -1 ] 2 -1 0 |®FCV"
01 0 | -4 0 1
10 | 1 0 0
01 -1 ] 2 —10 |5
00 1 | -6 1 1) PtB
100 | 13 -2 —2
010 ] -4 0 1 :(I|B)
001] -6 1 1
13 -2 =2
Dedonde B=At=[—-4 0 1
—6 1 1
Ejemplo.
Sea A € My(R), tal que:
sij=i+1
Q5 = 1 SlZ:]

0 en otro caso

Hallar A~!
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Solucion.
La matriz A es:
1 a 00
01 a O
A= 001 a
00 0 1

de donde construimos la siguiente matriz (por bloques):

M = (A|I)
1a 001000
[ 01 a0 ] 0100 |~A+t-ar
“lo01a 0010 |miCon
00071/ 0001
10 —a> 0 | 1 —a 0 0
0 1 0 —a2 ‘ 0 1 —a 0 Fi+(a?)Fy
00 1 a | 0 0 1 0 |Fmiar
00 O 1 |0 0 0 1
100a@ | 1 —a a® 0
010 0 ] 0 1 -a a? Fi+(—a3)Fy
001000 1 —a
000 1 ] 0 O 0 1
1000 | 1 —a a -a
01001]0 1 —a a |_
001070 O 1 —a _(I‘B)
000110 0 0 1
de donde, A~! existe, ademaés:
1 —a a* —a
1|01 —a a?
AT = 0 O 1 —a
0 0 0 1
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1.8. PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Suponga que A y B son matrices de 4x5 y que C, D y E son matrices de 5x2, 4x2,
y 5x4, respectivamente. Determine cudles de las siguientes expresiones matriciales
estan definidas. Para las que estén definidas, dé el tamano de la matriz resultante.

a) B
b) AC+D
c) AE+ B
d) AB+ B
e) E(A+ B)
f) E(AC)
2. a) Demuestre que si tanto AB como BA estan definidas entonces AB y BA son

matrices cuadradas.

b) Demuestre que si A es una matriz de m x n y A(BA) esté definido, entonces
B es una matriz de n x m.

3. Resuelva la siguiente ecuacién matricial para a,b,c y d

a—b b+c | (81
3d+c¢ 2a—4d| |7 6

4. Considere las matrices:

3 0 1 5 2 6 1 3
A=|—-1 2 B:E _21] C E;lﬂ D=|-1 0 1| E=|-11 2
1 1 3 2 4 4 1 3

Calcule:

a) A

b)D+E

c) D

d) D

e) B

f) =B

5. Utilizando las matrices del ejercicio anterior, calcule (cuando se pueda):
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10.

11.

12.

a) 3C — D

b) (3E)D

c) (AB)C

d) A(BC)

¢) (4B)C + 2B

f) D+ E? donde E*> = FE

Sean C', D y E las matrices del ejercicio 39. Realizando los menos calculos posibles,
determine el elemento del renglén 2 y la columna 3 de C(DE).

a) Demuestre que si A tiene un renglén de ceros y B es cualquier matriz para la
que AB esta definido, entonces AB también tiene un renglén de ceros.
b) Encuentre un resultado semejante que comprenda una columna de ceros
Suponga que A es cualquier matriz de m x n y que 0 sea la matriz de m X n para

la que cada uno de los elementos es cero. Demuestre que si kA = 0, entonces k = 0,

o bien A = 0.

Sea [ la matriz de m X n cuyo elemento del rengléon ¢ y la columna 5 es:

1 sii=j
0 sii#7
Demuestre que AI = [A = A para toda matriz A de n x n.

Se dice que una matriz cuadrada es una matriz diagonal, si todos los elementos
que no estan en la diagonal principal son ceros. Demuestre que el producto de matri-
ces diagonales también es una matriz diagonal. Enuncie una regla para multiplicar
matrices diagonales.

a) Demuestre que los elementos de la j-ésima columna de AB son los elementos
del producto AB;, en donde B; es la matriz formada a partir de la j-ésima
columna de B.

b) Demuestre que los elementos del i-ésimo renglén de AB son los elementos del
producto A;B, en donde A; es la matriz formada por el i-ésimo renglén de A.

Sean

3 2 4 0 0 —1
R PR R PR
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Demuestre que:

a) A+ (B+C)=(A+B)+C
b) (AB)C = A(BC)

) (a+b)C =aC+bC

d) a(B—C)=aB —aC

c

Utilizando las matrices y los escalares del anterior ejercicio, demuestre que:
a) a(BC) = (aB)C = B(aC)
b) A(B—C)=AB— AC

L [d

" ad—be —c

Aplique la férmula A~! = _ab] donde A = {Z

calcular las inversas de las siguientes matrices:
3 1] 2 -3 2 0
a<l§ o 8=l 7] =[5 3]

Verifique que las matrices A y B del anterior ejercicio satisfacen la relacién (AB)™! =

B71ATL

Z} con ad — be # 0, para

Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamarnio. jEs (AB)? = A2B? una identi-
dad matricial valida? Justifique su respuesta.

Sea A una matriz inversible y suponga que la inversa de 7A es

o

Encuentre la matriz A.

Sea A la matriz

10
2 3
Calcule A3, A3y A2 —2A+ 1

Sea A la matriz
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— O
e S
—_ = O

Determine se A es inversible y, si lo es, encuentre su inversa. (Sugerencia. Resuelva
AX = [ igualando los elementos correspondientes de los dos miembros.)

20. Encuentre la inversa de

—senf cosO

[ cost sene]

21.  a) Encuentre las matrices A y B de 2x2 tales que
(A+ B)* # A* +2AB + B?
b) Demuestre que, si A y B son matrices cuadradas tales que AB = BA, entonces
(A+ B)* = A?+2AB + B?

¢) Halle un desarrollo de (A+ B)? que sea vélido para todas las matrices cuadradas
Ay B que tengan el mismo tamano.

22. Considere la matriz

aiq 0 0 0
A 0 (1‘22 O 0
0 0 0 Qnn,

en donde ajiass - - - 4y, # 0. Demuestre que A es inversible y encuentre su inversa.

23. Suponga que A es una matriz cuadrada que satisface A2 — 3A + I = 0. Demuestre
que A1 =3I - A

24.  a) Demuestre que una matriz con un renglén de ceros no puede tener una inversa.

b) Demuestre que una matriz con una columna de ceros no puede tener una in-
versa.

25. ;Es necesariamente inversible la suma de dos matrices inversibles?

26. Sea A y B matrices cuadradas tales que AB = 0. Demuestre que A no puede ser
inversible a menos que B = 0.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

Considere las leyes de los exponentes A" A®* = A™"5 y (A")® = A"

a) Demuestre que si A es cualquier matriz cuadrada, estas leyes son validas para
todos los valores enteros no negativos de r y s.

b) Demuestre que si A es inversible, entonces estas leyes se cumplen para todos
los valores enteros negativos de r y s.

Demuestre que si A es inversible y k es cualquier escalar diferente de cero, entonces
(kA)™ = k™A™ para todos los valores enteros de n

Demuestre que si A es inversible y AB = AC entonces B = C.

1 2

Sea A = [O 1

} . Calcular A®

5

Sea A = [0 1

polinomio

]. Encontrar todos los numeros k£ para los que A es una raiz del

a) f(x) =22 —Tx+10
b) g(x) =2%—25
¢) h(z) =22 -4

1 0

Sea B = {26 27

} . Hallar una matriz A tal que A% = B

2 -2 —4
Una matriz £ es idempotente si E*> = E. Probar que £ = |—-1 3 4 | es

1 -2 =3
idempotente.

Demostrar que si AB= Ay BA = B, entonces A y B son idempotentes.

Una matriz A es nilpotente de clase p si A? = 0 pero AP~! # (. Probar que

1 1 3
A=15 2 6 | esnilpotente de clase 3.
-2 -1 -3

Supongase que A es nilpotente de clase p. Probar que A? = 0 para ¢ > p pero
A? £ 0 para g <p

0
Sea A= |0
0

—1

S O N

1
0
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a) Comprobar que A es nilpotente.

b) Demostrar que I + A + A% es la inversa de I — A

38. ;Cudles de las que siguen son matrices elementales?

010 010
a)[g ﬂ b)B ﬂ C)B g} 1t ool eloo1
0 0 1 0 0 1
1o 0] 5 g
0 0 1
0 0 01

39. Determine la operacién sobre los renglones que llevara la matriz elemental dada
hacia una matriz identidad.

1 0 00
0 01

10 08 00

“){51}@(1)(1)86)0010

0001

40. Considere las matrices

1 2 3 7 8 9 1 2 3
A=14 5 6 B=14 5 6 C=14 5 6
7 8 9 1 2 3 9 12 15

Encuentre las matrices elementales F1, Es, F5 v E4 tales que

a) F1A=B
b) EeB=A
c) BsA=C
d) E,C=A

41. jEn el ejercicio anterior es posible encontrar una matriz elemental E tal que EB =
C? Justifique su respuesta.

42. Demuestre que la matriz

cost)  senf 0
A= |—senf cosfd 0
0 0 1
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es inversible para todos los valores de 6 y encuentra A~*

43. Considere la matriz
10
s
a) Encuentre las matrices elementales E; y E, tales que FoEy A = 1.

b) Escriba A™' como un producto de dos matrices elementales.

¢) Escriba A como un producto de dos matrices elementales.

44. Sean A y B dos matrices de tamano m x n. Probar que si AX = BX para todas
las matrices X, 1, entonces A = B.

Indicacién. Usar las matrices X; = (0,0,...,1,...,0)", todos ceros, excepto en la
fila 7 que es 1.

1 2 3
45. Encontrar las matrices elementales que llevan a la matriz A = |0 1 2| a una
1 0 3
matriz escalonada.
46. Hallar una matriz P tal que APB = C' donde:
1 4 8 6 —6
A=1-2 3 B:[g[lj_ol} C=1]16 -1 1
1 =2 -4 0 0

47. Hallar la matriz X que cumple XA + B = C, siendo:

48. Calcular A y B sabiendo:

49. Exprese la matriz
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50.

ol.

52.

93.

1 3 3 8
A=1-2 -5 1 =8
0o 1 7 8

en la forma A = EFR, en donde E y F son matrices elementales y R estd en la
forma escalonada en los renglones.

Demuestre que si:

s

Il
QO
> = O
o O O

es una matriz elemental, entonces al menos un elemento del tercer renglén debe ser
un cero.

Encuentre la inversa de cada una de las matrices de 4 x 4 siguientes, en donde
ki, ko, k3, k4y k son todas diferentes de cero.

k0 0 0 0 0 0 Fk k00 0
10 k0 0 10 0 kO 1 k0O
A=10 0 kol P70 ko0 of “Tlo 1 & 0

0 0 0 Fk ks 0 0 0 00 1 k

Pruebe que si A es una matriz de m x n, existe una matriz inversible C' tal que C A
esta en la forma escalonada en los renglones reducida.

Pruebe que si A es una matriz inversible y B es equivalente respecto a los renglones
a A entonces B también es inversible.
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CAPITULO 2

Determinantes

2.1. Introduccion.

Los determinantes aparecieron originalmente al tratar de resolver sistemas de ecua-
ciones lineales. A continuacién vamos a dar una definicién precisa de determinante y a
relacionarlo, entre otras cosas, con la inversibilidad de matrices.

2.2. Definicion.

Sea A una matriz cuadrada.
La funcion determinante:
det : M,(K) — R

A — det(A)
se define la suma de todos los productos elementales con signo tomados de A.

Observacion.

Se denomina producto elemental con signo tomado de A, a un producto ele-
mental aij, - agj, - ... - ay;, (en donde (ji1,J2, -+ ,Jn) €s una permutacién del conjunto
{1,2,--- ,n}) multiplicado por +1 o bién —1.

38
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Se utiliza el + si (j1, 72, ,Jn) € una permutaciéon par y — si (ji,j2,- -+, jn) €S una
permutacién impar.

Por ejemplo.

Para:
a1 G12
Q21 Q22
Se tiene
Producto Permutacion | Par o | Producto
elemental | Asociada impar elmental
con signo
11022 (1, 2) par 11022
12021 (27 1) unpar — 12021
de donde:
a11 Q12
det(A) = = a11Q22 — Q120921
Q21 Ag2
y para
a1 G2 013
Q21 Q22 A23
a31 G32 433
se tiene
Producto Permutacion | Par o | Producto
elemental | Asociada impar elmental
con signo
11022033 (17 2, 3) par 11022033
12023031 (2,3,1) par 12023031
13021032 (37 L, 2) par 13021032
13022031 (3, 2, 1) mmpar — (13022031
12021033 (2, L, 3) mmpar —@(12021033
11023032 (1, 3, 2) mmpar —a11023032
de donde:

a1; 12 ais
det(A): 91 Q92 Q923

az1 azz g3

= Q11022033 + Q12023031 + (13021032 — (13022031 — (12021033 — G11023G32
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Ejemplo.

Hallar las determinantes de:

Solucion.

det(A) =3-(=2)—1-4=—6—4=—10

det(B) =1-5-(=1)+2-6-0+43-(—4)-1—-3-5-0—2-(—=4)-(=1) —1-6-1
= 54+40-12-0—-8—6
— 31

2.3. Evaluacion de los determinantes por reduccion
en los renglones.

En esta seccién se muestra que hay la posibilidad de evaluar el determinante de una
matriz reduciéndola a la forma escalonada en los renglones.  La importancia de este
método radica en el hecho de que evita los largos calculos relacionados con la aplicacién
directa de la definiciéon de determinante.

Primero se considera dos clases de matrices cuyo determinante se puede eva-luar con
facilidad, sin importar el tamano de la matriz.
Teorema.

Si A € M,,(K) que contiene un renglén de ceros, entonces det(A) = 0

Demostracion.

Ya que un producto elemental con signo tomado de A contiene un factor de cada
renglén de A, todo producto elemental con signo contiene un factor del rengléon de ceros
y, como consecuencia, todos se hacen cero. ~ Como el det(A) es la suma de todos los
productos elementales con signos, se obtiene det(A) = 0.

Observacion.

= Se dice que una matriz cuadrada es triangular superior si todos los elementos
que estan debajo de la diagonal principal son ceros.
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» Una matriz cuadrada es triangular inferior si todos los elementos que estan arriba
de la diagonal principal son ceros.

» Una matriz triangular puede ser superior o inferior.

Ejemplo.
Sea A € My(K)

11 aiz2 Aaiz aiq a;; O 0 0
0 az as axu az az 0 0
0 0 ass amu as; asy asz 0
0 0 0 au (41 Q42 Q43 Qa4
Matriz triangular superior Matriz triangular inferior

Ejemplo.
Hallar det(A), en donde

a1 0 0 O
o1 Q929 O 0
az; aszpy aszz 0
a41 Q42 A43 Q44

El inico producto elemental tomado de A que puede ser diferente de cero es a11a90a33044.

Para ver esto, considérese un producto elemental tipico ay;, asj,as;,a4;,. Su-puesto que
a2 = a13 = ayy = 0, debe tenerse j; = 1 para tener un producto elemental diferente de
cero. Si j; = 1, se debe tener j, # 1, dado que dos factores cualesquiera no pueden
provenir de la misma columna. Ademads, como asz = ass = 0, se ha de tener j, = 2 para
tener un producto diferente de cero. Al continuar de esta manera, se obtiene j3 = 3 y
ja = 4. Ya que ajjassaszayy se multiplica por +1 al formar el producto elemental con
signo, se obtiene:

det(A) = a11a22a33044

Es posible aplicar un argumento semejante al que acaba de presentarse, a cualquier
matriz triangular, para llegar al resultado general siguiente:

Teorema.

Si A es una matriz triangular n x n, entonces det(A) es el producto de los elementos
de la diagonal principal.
ie. d@t(A) = Q11 *A22 -A33 * ... Upp
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Ejemplo.
2 7 -3 8 3
0 -3 7 51
0 0 6 76/ =2-(-3)-6-9-4=-1296
0o 0 0 9 8
0 0 0 0 4

En el teorema que sigue se muestra en que forma una operacion elemental sobre los
renglones de una matiz afecta el valor de su determinante.

Teorema.

Sea A € M,(K)

1. Si A’ es la matriz que se obtiene cuando un sélo renglén de A se multiplica por una
constante k entonces
det(A') = k det(A)

2. Si A’ es la matriz que se obtiene al intercambiar dos renglones de A, entonces
det(A') = —det(A)

3. Si A’ es la matriz que se obtiene al sumar un multiplo de uno de los renglones de A
a otro renglon entonces

det(A") = det(A)

Ejemplo.
Sea.
1 2 3 4 8 12 01 4 1 2 3
A=10 1 4 Ai=|(0 1 4 Ay=1|1 2 3 A= -2 -3 =2
1 21 1 2 1 1 21 1 2 1

Evaluando los determinantes de cada una de estas matrices por medio de las opera-
ciones elementales con signo, se tiene:

det(A) = -2 det(A;) = —8 det(As) =2 det(As) = —2

Observe que A; se obtiene al multiplicar el primer renglén de A por 4; A al inter-
cambiar los dos primeros renglones; y Az al sumar —2 veces el tercer renglén de A al
segundo.

Por lo mencionado en el teorema anterior, se tiene las relaciones:

det(A;) = 4ddet(A) det(As) = —det(A) det(As) = det(A)
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Ejemplo.

La proposicion 1 del teorema anterior, tiene una interpretacién alternativa que a veces
es util.  Este resultado permite extraer un factor comiin de cualquier renglén de una ma-
tiz cuadrada hacia afuera del signo de determinante. Como ilustracién, consideraremos
las matrices

a11 a2 a3 a1 a2 13
A= [an ax @23 B = | kas1 kag kazs
31 Aazz ass a3 as2 a33

en donde el segundo rengléon de B tiene un factor comin de k. Puesto que B es
la matiz que resulta al multiplicar el segundo renglén de A por k, la proposicion 1 del
teorema anterior afirma que det(B) = k det(A); esto es:

a1 12 13 a1; a2 Qi3
kagr  kag ka23 =k|aa ag @23

asi a32 a33 31 Aazz ass

Ahora se plantea un método alternativo para evaluar los determinantes, que evita
la gran cantidad de calculos relacionados con la aplicacién directa de la definicién de
determinante. La idea basica de este método es aplicar las operaciones elementales
sobre los renglones, a fin de reducir la matriz dada A hacia una matriz R que esté en
la forma escalonada en los renglones de una matriz cuadrada es triangular superior, es
posible evaluar det(R) (producto de la diagonal principal). Entonces se puede obtener
el valor de det(A) al aplicar el teorema anterior para relacionar el valor desconocido de
det(A) con el conocido de det(R). En el ejemplo siguiente se ilustra este método.

Ejemplo.
0 1 5
SeaA=[3 -6 9
2 6 1
Solucidn.

Para encontrar el det(A) reduciremos por filas en forma escalonada y aplicaremos el
teorema anterior.
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0 1
det(A) = |3 —6 9=
2 6 1
3 -6 9|,
— o 1 5
2 6 1
128
—_3lo 1 s5|PTCYn
2 6 1
1 —2 F: 10) F:
— 30 1 5|0
0 10 —5
12 3|
— 30 1 5 |UOB
0 0 —55
1 —2 3
—_@3)=5)0 1 5
0 0 1
=(=3)-(-55)-1
— 165
det(A) = 165

Observacién.

El método de reducciéon en los renglones resulta apropiado para la evaluaciéon de de-
terminantes con computadora debido a que es sisteméatico y se programa con facilidad.

Ejemplo.
Hallar:

1 3 -2 4

2 6 —4 8

39 1 5

11 4 8

Notemos que la determinante de esta matriz es cero, pues la segunda fila se anula.
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1 3 -2 4
2 6 —4 8| Rm+(-2)F
39 1 5
11 4 8
1 3 -2 4
100 0 ©
139 1 5
11 4 8
=0
Ejemplo.
Sea
1 00 3
2 70 6
A= 06 3 0
7 3 1 =5

Hallar la det(A)

Solucion.
Realizaremos operaciones elementales por columnas.

100 3
det(A):g g g g Ca+{Z30n
731 -5
100 0
270 o
=063 o0
73 1 -2
1.7 (=26)-3

— 546
det(A) = —546
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2.4. Propiedades de la funcién determinante.

En esta seccién se desarrollan algunas de las propiedades fundamentales de la funcion
determinante. Lo que se desarrolle, es una perspectiva adicional respecto a la relacién
entre una matriz cuadrada y su determinante. Una de las consecuencias inmediatas de
este material sera la relacion importante entre la determinante de una matriz con su
inversibilidad de la matriz.

Recuérdese que el el determinante de una matriz A de n x n se define como la suma
de todos los productos elementales con signo tomados de A. Puesto que un producto
elemental tiene un factor tomado de cada renglén y uno tomado de cada columna, es obvio
que A y AT (donde AT es de n x n)tienen en realidad los mismos productos elementales
con signo; lo cual nos conduce al siguiente teorema:

Teorema.

Si A € M, (K), entonces det(A) = det(AT).

Ejemplo.
Sea
1 =27
A=1—-4 8 5
2 4 3
Entonces det(A) = —264
A la vez
1 -4 2
At=1-2 8 4
7 5 3

Donde det(AT) = —264
det(A) = det(AT)

Observacion.

» det(kA) = k"det(A) donde A € M, (K)
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Ejemplo.

. 31 15 5
Si A= (2 2), entonces 5A = (10 10)

De donde:  det(5A) = 5%det(A)
» det(A+ B) # det(A) + det(B)

Ejemplo.

: 1 2 3 1 4 3
SIA—<2 5>yB_<1 3>,entoncesA+B_<3 8>

De donde det(A) = 1, det(B) = 8 y det(A+ B) = 23
Asi
det(A) + det(B) # det(A + B)

.Cudando det(A) + det(B) = det(A+b)?
Rpta. Cuando unicamente difieren en un sélo renglon.
En efecto, consideremos en M (K)

ainl a2 a1 Q12
A - B =
<a21 a22> Y <521 522)
que difieren tnicamente en el segundo renglén. De donde:

det(A) + det(B) = (G11a22 - a12a21) + (Clnbzz - a12521)

= ay1(ag + b)) — ara(ag — bay)

— det a1 a2
as1 + ba1  ag + b

ail Qa2 ail a2 an ai2
det + det = det
le azz} {bﬂ 5221 lel + b1 ags + 522}

Este ejemplo es un caso especial de resultado general que sigue:

Supongase que A, A', A" € M,(K) que difieren unicamente en un solo renglon, por
ejemplo, el r—ésimo, y que es posible obtener el r—ésimo renglon de A" al sumar los
elementos correspondientes de los r—ésimo renglones de A y A'.  Entonces

det(A") = det(A) + det(A")

Se cumple un resultado semejante para las columnas.
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Ejemplo.

Evaluando los determinantes, se puede verificar la igualdad.

1 7 5 175 17 5
2 0 3 |=203+]20 3
140 4+1 7+ (=1 |1 47 Jo1 -1

Teorema.

Sea A, B € M, (K)
det(AB) = det(A) - det(B)

Ejemplo.

3 1 -1 3 2 17
A_(z 1)’ B—(5 8):>AB_(3 14)
De donde |A| =1, |B| = =23 y |AB| = —23, de donde se observa que:

det(AB) = det(A)det(B)

En el capitulo 1, se dieron tres proposiciones importantes que son equivalentes a la inver-
sibilidad de una matriz. El teorema siguiente ayuda a agregar otro resultado a es lista
de la inversibilidad de una matriz cuadrada.

Teorema.

Sea A € M, (K). Si A es invertible <= det(A) # 0

Observacion.

Si A es invertible, entonces

A-At=1
entonces
det(A-A™Y) = det(I)
entonces
det(A) - det(A™') =1
de donde
1
AH =
det(A™) = Jaia)
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Ejemplo.
Sea

1
A= |1
2

B~ O N
S~ W

entonces, es claro que det(A) = 0, en consecuencia A no es invertible.

2.5. Desarrollo de cofactores
Definiciéon.

Si A es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento a;; se denota por M;;
y se define como el determinante de la submatriz que se deja después de eliminar de A el
1—ésimo renglon y la j—ésima columna.

El nimero (—1)""7M;; se denota por Cj; y se conoce como cofactor del elemento
CLZ'J'

Ejemplo.
Sea
31 —4
A=12 5 6
1 4 8
El menor del elemento aq; es:
5 6
=} 8

el cofactor de aq; es:
Ciy = (=)' My = (-1)*-16 =116 = 16
Cp1 =16
Analogamente

2 6

M12:’1 8

' =10= Cip = (-1)'"* My = (-1)*- 10 = (=1) - 10 = —10

Ci2 =—-10
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Observacion.

Noétese que el cofactor y el menor de un elemento a;; difieren inicamente en el signo,
es decir:

Una manera rapida es:

Consideremos la matriz A € M, ., (K)3(K)

11 Qa2 Q13
A= |axn axn axs
31 a3z G33

entonces:

det(A) = (11022033 + Q12023031 + G13021032 — (13022031 — (12021033 — (11023032
= Cl11(@226l33 - a23a32) + CL21(CL13G32 - a120l33) + a31(a12a23 - a13a22)
= a11C11 + a21C91 + a31.Cs5

Este método para evaluar det(A) se conoce como desarrollo por cofactores a lo
largo de la primera columna de A.

Ejemplo.
Sea
3 1 0
A=|-2 -4 3
5 4 =2

Evaliese det(A) aplicando el desarrollo por cofactores a lo largo de la primera columna
de A.
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Solucion.
det(A) = 3C1 + (—2)Cy + 5C54
—4 3 1 0 1 0

. 1141 _ _1)\2+1 _1)\3+1
—seare |3 s |) Gl esen |
e AP RAC T A SV

—4 3 1 0 1 0
:3‘4 _2'+<—2>(_1>’4 _2‘+5’_4 3‘

-4 3 1 0 1 0
=33 3 -cafy 5|l
3. (—4) = (=2)-(=2)+5-3
=-—-12—4+15
— 1

det(A) = —1

No es dificil de verificar que todas las féormulas siguientes son correctas:

det(A) = a11Ch1 + a12C12 + a13C13
= a11C11 + a21C1 + a31Cs
= aCa1 + aCs + az3Cs3
= a12C12 + a22C% + a32Cs5
= a31031 + a32Cs + az3Cs3
= a13C13 + a3Cs3 + a33C33

Los resultado que se acaban de dar para las matrices de 3 x 3 forman un caso especial del
teorema general siguiente:

Teorema.
Sea A € M, (K). Entonces
d€t(A> = CLUCU + a2j02j + -+ ananj

(desarrollo por cofactores a lo largo de la j-ésima columna)

det(A) = anCit + aipCia + -+ + ainCip,
(desarrollo por cofactores a lo largo de la i-ésima fila)

donde 1 <i<nyl<j<n.
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Ejemplo.
Sea
3 1 0
A=1-2 -4 3
5 4 =2

entonces (desarrollo de cofactores a lo largo de la primera fila)
-4 3 -2 3
4 —2'_(”’ 5 =2
=3-(—4)—-1-(-11)+0
=-12+4+11

=-1

det(A):?)‘ ‘+0‘_2 _4‘

5 4

Esto concuerda con el resultado obtenido en el ejemplo anterior.

En este ejemplo resulto innecesario calcular el tltimo cofactor, puesto que quedd multi-
plicado por cero. En general, la mejor estrategia para evaluar en determinante por medio
del desarrollo por cofactores es llevandolo a cabo a lo largo de un renglén o columna que
tenga el mayor nimero de ceros.

A veces se puede aplicar el desarrollo por cofactores combinando con las operaciones
elementales sobre los renglones o columnas, para suministrar un método efectivo con el
cual evaluar los determinantes (este método es conocida como la regla de Chio). El
siguiente ejemplo lo ilustra.

Ejemplo.

Hallar la determinante de:

35 =2 6
12 -11
A= 24 1 5
37 5 3

Solucion.
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Al sumar miltiplos apropiados del segundo rengléon a los renglones restantes, se obtiene

0 -1 1 3
1 2 —-11
det(A) = 00 3 3
0 1 8 0
-1 1 3
_ 1o 3 3 Desarrollo por cofactores a lo
1 % 0 largo de la primera columna
. _01 ;) g Se sumé la primera fila
0 9 3 a la tercera columna
— (=1) 3 3 Desarrollo por cofactores a lo
N 9 3 largo de la primera columna
2|11
3 31
=3%.(1-3)
=9-(-2)
= —18

det(A) = —18

Ejemplo.

Hallar la determinante de la siguiente matriz.

1 -2 3 2 -1
2 0 1 4 =2
A=|-3 -1 0 -1 2
-1 2 3 2 4
2 -1 2 3 5

Solucion.
Se realizaran operaciones adecuadas para poder encontrar el determinante de la matriz
dada, aplicando todo lo aprendido hasta el momento.
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1 -2 3 2 -1 5 =2 0 —10 5
2 0 1 4 -2 2 0 1 4 -2
det(A)=|-3 =1 0 =1 2| = |-3 =1 0 -1 2
-1 2 3 2 4 ~7 2 0 —10 10
2 -1 2 3 5 —2 -1 0 =5 9
—5 -2 —10 5 1 0 -8 1
-3 -1 -1 o2 -3 -1 -1 2
T -7 2 —10 10| © T |-13 0 —12 14
—2 -1 =5 9 1 0 —4 7
1 -8 1 1 -8 1
= —(-1)|-13 —12 14| = [0 —116 27
1 -4 7 0 4 6
—116 27 —29 9
RN
—12- (=58 —9)
=12 (—67)
— —804
det(A) = —804

Definicion.

Sea A € M,(K) y C;; es el cofactor de a;;, entonces la matriz

Cll C(12 e Cln
C{21 C22 e O2n
Cnl OnZ e Cnn

Se conoce como la matriz de cofactores tomados de A.

La transpuesta de esta matiz se denomina adjunta de A y se denota por adj(A)

Ejemplo.
Sea
3 2 -1
A=1|1 6 3
2 =4 0
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Los cofactores de A son:

011 = 12 012 = 6 013 == —16
021 == 4 022 = 2 C23 - 16
C31 =12 C3p=—-10 (33 =16

de modo que la matriz de los cofactores es:

12 6 —16
4 2 16
12 —-10 16
y la adjunta de A es:
12 4 12
adj(A) = 6 2 -10
—16 16 16
Teorema.
Si A es inversible, entonces:
a1 di(A)
= det(A)"Y

Demostracion.
Probaremos primeramente que

A-adj(A) = det(A) -1

Sea
a1; a2 - Aip
Q21 Q22 - QA2p
A=
Ap1 Gp2 - App
Entonces
@11 apz - Aip
Q21 Q22 -+ Q2p Cyy Cig -+ le
012 022 ... O,
. 72
A-adj(A) = .
Qi1 Qg2 0 Qg :
Cln 0271 Cjn
Ap1 Gp2 - App

Cn 1
Cn2
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El elemento de la i—ésima fila y j—ésima columna de A - adj(A) es:
CLﬂle + a/iQCjQ + -+ CLijn (Oé)

Sii = j, entonces () es el desarrollo por cofactores de det(A) a lo largo de la i—ésima
fila de A. Por otra parte, si ¢ # j, entonces los a;; y los cofactores provienen de filas
diferentes de A, por tanto el valor de () es cero. De donde:

det(A) 0 0 0
0  det(A) 0 0

A-adj(A)=| 0 0 det(A) 01 =det(A)- I ()
(3 0 0  ---det(A)

Suponiendo de A es inversible, det(A) # 0. Entonces, es posible escribir la ecuacion ()
COmo:

o bien

A [detl(A) radj(A)] =1

Al multiplicar por la izquierda a los dos miembros por A~!, se obtiene:

1

Al = — adj(A

Jeta) VA
Ejemplo.
Sea

3 2 -1

A=11 6 3
2 —4 0

entonces det(A) = 64 # 0, de donde la matriz A es invertible y cuya inversa la podemos
hallar, utilizando el teorema anterior.

Como en el ejemplo anterior ya habiamos encontrado la adjunta de la matriz A, que
es:

12 4 12
adj(A)=1 6 2 —10
—~16 16 16
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Asi s X
. 12 4 12 55 &
~16 16 16 ST
Ejemplo.
Hallar z tal que det(A) =0
Si
r—3 0 3
A= 0 z+2 0
-5 0 T+5
Solucion.
Sea
r—3 0 3
0 242 0 |=(z+2) 5”__53 x_?’%‘
-5 0 T+5

=(x+2)[(x—3)(x+5)+15]=0
Dedonde 2 +2=0= 2= -2

y
(x—=3)(x+5)+15=0=2"+2r—15+15=0
2+ 25 =0
rz+2)=0=>2r=0Ax=-2
r=0ANz=-2
Ejemplo.

Hallar el determinante de:

1 1 1
b+c c+a a+b
be ca ab

Solucion.
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Témese:
1 1 1 1 0 0
b+c c+a a+bl=b+c a—0> a—c
bc ca ab bc  cla—10b) bla—-c)
) a—c
~le(a—10b) bla—c)
11
=(a—"0b)(a—rc) . b'
=(a—0b)(a—c)(b—rc)
1 1 1
b+c c+a a+bl=(a—b)(a—c)(b—rc)
be ca ab
Ejemplo.
Demostrar
a—b b—c c—a
b—c c—a a—bl=0
c—a a—b b—c
Demostracion.

a—b b—c c—al, o
b—c c—a a—2»> 3+r(v)1

c—a a—b b—ec

a—b b—rc c—al, o
=|b—c c—a a—"»> 3+L)2
c—b a—c b—a
a—b b—c c—a
=|b—c c—a a—"»>
0 0 0

=0
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Ejemplo.

Hallar la determinante de:

Solucion.
Notemos que

=[0 00
Entonces, se tiene:

n 1 11

n 2 1 1

n 1 3 1

n 1 14

n 1 11

n 1 11 1

n 2 1 1 1

n 1 31 1

n 1 1 4 1

n 1 11 n
i 1]—[n 11 1
i—1 0] Vi=2,3,..,n
1] n111"- 1
1 0100 - 0
1 0020 - 0
11=10 0 0 3 - 0
n 00 0O n—1

=nl

2.6. PROBLEMAS PROPUESTOS.

En los siguientes ejercicios evalie el determinante

1 2
-1 3
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10.

11.

12.

13.

-3 9
4 k+1
k? 3

_ N

Halle todos los valores de A para los que det(A) = 0.
N1 9 A—6 0 O
a)A = 1 N4 0 A
0 4
Clasifique cada permutacién de {1,2,3,4} como par o impar.

Utilice los resultados del anterior ejercicio para construir una féormula para el deter-
minante de una matriz de 4 x 4.

Use la féormula que se obtuvo en el ejercicio anterior para evaluar:

Encuentre el determinante de las siguientes matrices:

T O O O O
O = O O O
O O w o o
O O OO
o O O O
o O O OO
O O OO
O O w o o
O O oo
O = O OO

Pruebe que si una matriz cuadrada A tiene una columna de ceros, entonces det(A) =

0
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14. Evalué por observacién los siguientes determinantes:

2 40 17 _9_188 123 3 -1 2
0 1 11 b o780 376 6 —2 4
0 0 3 L5 7o 12 3 1 7 3

En los siguientes 8 ejercicios, evalué los determinantes de las matrices dadas, redu-
ciéndolas a una forma escalonada en los renglones (filas).

2 3 7
15. 10 0 -3
1 -2 7
2 1 1
16. |4 2 3
130
1 -2 0
17. |-3 5 1
4 =3 2
(2 —4 8
18. [—=2 7 =2
0 1 5
(3 6 9 3
-1 0 1 0
19. 1 3 2 -1
-1 -2 -2 1
2 1 3 1
1 011
20'0210
01 2 3
21. | 2 3 | 2
I
L3 1350
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

1 3 1 5 3
-2 =70 —4 2
0 0 1 0 1
0o 0 2 1 1
0O 0 0 1 1
a b c
Suponga que |d e f|=5 Encuentre
g h 1
d e f —a —b —c a+d b+e c+f a b c
a)lg h i|b)|2d 2 2f|c)| d e f l|d)|d—3a e—3b f—3c
a b c —g —h —i g h 1 29 2h 21

t+3 —1 1
Hallar el determinante de 5 t—3 1
6 -6 t+4

Suponga de A es ortogonal, es decir AT A = I. Probar que det(A) = +1

1 27
Verifique que det(A) = det(AT), para A= |-1 0 6
3 2 8
Verifique que det(AB) = det(A)det(B) cuando
210 1 -1 3
A= {3 4 0 y B=1|7 1 2
0 0 2 5 0 1

VA € M,(K), A es invertible si y solamente si det(A) # 0. Aplique este enunciado
para determinar cuales de las siguientes matrices son invertibles.

1 0 0 -2 1 —4 721 07 5
36 701 1 2ol 21|dlo1 -1
0 8 —1 3 1 6 3 6 6 03 2
a b c
Suponga que det(A) =5, en donde A = |d e f| Encuentre
g h 1
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30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

a d
a) det(3A) b) det(2A71) c) det((24)71) d) det |b igz e

-

Sin evaluar directamente, demuestre que = 0 y x = 2, si satisfacen

2

22
2 =0
0

O~ K
—

-5
Sin evaluar directamente, demuestre que
b+c c+a b+a
a b c =0
1 1 1

. Para cudl valor, o cuéles valores de k, A no es inversible?
k—3 =2
2 [ -2 k- 21 )

Suponga que A y B son matrices de n x n. Demuestre que si A es inversible, entonces
det(B) = det(A'BA)

T W =
W = N
N O

a) Encuentre una matriz A de 3 x 3 diferente de cero tal que A = AT

b) Halle una matriz A de 3 x 3 diferente de cero tal que A = —AT
Pruebe que (AT BT)T = BA

Se dice que una matriz cuadrada A es simétrica si AT = A y antisimétrica si
AT = —A. Demuestre que si B es una matriz cuadrada, entonces:

a) BBT y B+ BT son simétricas

b) B — BT es antisimétrica

Sea
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a) Encuentre todos los menores.

b) Halle todos los cofactores.

38. Sea

—_
|
w
(@)

N W

39. Evalué el determinante de A = |—2 7 1 | por medio de un desarrollo por

cofactores a lo largo de

a) el primer renglén.

b) la primera columna.

c) el segundo renglén.
)
)
)

d

e

la segunda columna.
el tercer renglén.

la tercera columna.

f
1 6 -3
40. Para la matriz A= |—2 7 1 [, halle
3 -1 4
0) adj(A)
b) A~ por la adjunta.

En los siguientes 6 ejercicios, evalué det(A) por medio de un desarrollo por cofactores
a lo largo de cualquier renglén o columna que se elija.
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

0 6 0
A=18 6 8
3 2 2
1 3 7
A=12 0 -8
-1 -3 4
(1 1 1
A= |k k &k
k2 k2 k2

A=| 2 k-3 4
| 3 4 k-4
(4 4 0 4]
1 1 0o -1
A=13 o 3 1
6 14 3 6
(4 3 1 9 2]
0O 3 2 4 2
A=10 3 4 6 4
1 -1 2 2 2
0 0 3 3 3]
1 3 1 1
2 5 2 2
Sea A = 1 389
1 3 2 2

a) Evalué A~! aplicando el método por determinantes y cofactores (adjunta).
b) Evalué A~! aplicando las operaciones elementales por filas.

¢) (Cuéles de los dos métodos implica menos célculos?

Pruebe que si A es una matriz triangular superior inversible, entonces A~! es trian-
gular superior.

Demuestre que si una matriz cuadrada A satisface

A3 +4A2 —2A+ 71 =0
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Entonces AT también satisface la misma relacién.

50. Pruebe que si A es inversible, entonces adj(A) es inversible y

ladj(A)] ™" = A= adj(A™")

1
det(A)

51. Demuestre que si A es una matriz de n x n, entonces

detladj(A)] = [det(a)]"*
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CAPITULO 3

Sistemas de Ecuaciones.

3.1. Introduccion.

En esta seccion se da la terminologia basica y se analiza un método para resolver los
sistemas de ecuaciones lineales.

Una recta en el plano xy se puede representar algebraicamente mediante una ecuacién
de la forma

a1x + asy = b

Una ecuacion de este tipo se conoce como ecuacion lineal en las variables z y y. En forma
general, se define una ecuacién lineal en las n variables x, 29, , x, como aquella
que se puede expresar en la forma

a1y + Ao + -+ + ApTy, = b
en donde aq,as, -+ ,a, y b son constantes, que podemos considerar como reales.
Ejemplo.
Las siguientes son ecuaciones lineales:

3r — 2y = -5 1+ 3x9 — 8x3 + x4 — D5 =3

2
yZ\/gx—gz—i-Q T+ rot+rzt++x, =1

67
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Note que una ecuacion lineal no comprende productos o raices de variables. Todas las
variables se presentan tnicamente a la primera potencia y no aparecen como argumento
para funciones trigonométricas, logaritmicas o exponenciales. Las que que siguen no son
ecuaciones lineales:

v+ 3y = -3 20 +y—3z—x2=1

y—sen(z) =1 201 — /22 + 323 =0
Una solucion de una ecuacién lineal a1z + azs + - - - + a, 2, = b es una sucesioén de
n ndmeros s, So, + -+ , Sy, tales que la ecuacion se satisface cuando se hace la sustitucién
r1 = S81,Ty = S9, -+ ,x, = S,. El conjunto de todas las soluciones de la ecuacion es su

conjunto solucion.

Ejemplo.
Hallar el conjunto solucion de cada una de las siguientes ecuaciones:
1.4z -2y =1

Note que una solucién es

que se da la identidad.
Six =1y =0, también es solucién de la ecuacién.
4 )
La pregunta es ; Cuantas soluciones tiene esta ecuacién?

la forma correcta de poder encontrar las soluciones es despejar una variable, que en
este caso despejaremos la variable z

1 N 1

rT==y+-

2 4
de donde, observemos que x depende del valor que adopte ¥, entonces si y asume
un valor fijo, digamos y = 1, entonces x también asumira otro valor fijo, que en
este caso es x = % que es una solucién de nuestra ecuacién, que en este caso es una
tercera solucion que estamos encontrando.

si hacemos que y = t, donde ¢t € R, entonces:

175 N 1
r=—-t+ -
2 4
Esta es una formula que nos proporciona todas las soluciones de una ecuacion lineal,

haciendo variar (dando valores arbitrarios a t) a t.
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Asi la solucién de nuestra ecuacion es:

1 1
=—t+ - , =t VteR
T 5 +4 Y

2. %1—41’24‘7333:5
Razonando de manera andloga, despejamos x;
I :5+4ZE2 —7.%‘3

donde z; depende de los valores de zo y x3, entonces si xo = sy x3 = t, se obtiene,
la solucién de la ecuacion:

r1 =5+4s—Tt, To =S, r3 =1 Vs,t € R
Se debe de tomar muy en cuenta el siguiente teorema.

Teorema.
Consideremos la ecuacion lineal ax = b
1. Sia# 0,z =b/a es solucién tnica de ax = b.
2. Sia=0, pero b # 0,ax = b no tiene solucion.
3. Sia=0yb=0, todo escalar k es solucién de ax = b.

Demostracion.- 1. Supongamos que a # 0. Entonces existe el escalar b/a. Sustituyendo

b/a en ax = b se obtiene
a(b/a)=0b, o b=10

por consiguiente, b/a es una solucién. Por otra parte, supongamos que xy es solucién
de az = b, de forma que axy = b. Multiplicando ambos miembros por 1/a se obtiene
xg = b/a. De aqui b/a es la tinica solucién de ax = b.

2. Sea a = 0. Entonces, para todo escalar k, tenemos ak = 0k = 0.
Si b # 0, entonces ax # b, de donde k no es solucion de ax = b.

3. Si b =0, entonces ak = b (por la consideracion de k anteriormente) que nos dice
que cualquier escalar k£ es una solucién de ax = b.

Un conjunto finito de ecuaciones lineales , en las variables xi, 29, -2, se conoce
como sistema de ecuaciones lineales o sistema lineal. Una sucesién de numeros
S1, 89, , S, €s una solucion del sistema si

Ty =51, ,Tn = 5Sp
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es una solucién de toda ecuacion en tal sistema. Por ejemplo, el sistema:
4$1—$2+31’3:—1 3.T1+SL’2+9$3:—4

tiene solucién z1 = 1,29 = 2,23 = —1, puesto que estos valores satisfacen las dos ecua-
ciones. Sin embargo, 1 = 1,29 = 8, x3 = 1 no es una solucion del sistema, ya que estos
valores sélo satisfacen la primera de las dos ecuaciones del sistema.

No todos los sistemas de ecuaciones lineales tienen soluciones. Por ejemplo, si se
multiplica la segunda ecuaciones del sistema

r+y=4
20 4+ 2y =6

por 1/2; es evidente que no hay solucién alguna, ya que las dos ecuaciones del sistema
resultante

r+y=4
r+y=3

se contradicen entre si.

Cuando un sistema de ecuaciones no tiene solucién se dice que es inconsistente. Si
existe al menos una solucién, se le denomina consistente. A fin de ilustrar las posibili-
dades que pueden presentarse al resolver sistemas de ecuaciones lineales, considérese un
sistema general de dos ecuaciones lineales en las incognitas x y y:

ax+ by = ¢ (a1, by ninguno es cero)
Ao + by = ¢ (a9, by ninguno es cero)

Las graficas de estas ecuaciones son rectas; se hard referencia a ellas como ly y 5. Puesto
que un punto (z,y) estd sobre una recta si y sélo si los numeros = y y satisfacen la
ecuacion de la misma, las soluciones del sistema de ecuaciones corresponden a puntos de
interseccién de [y y l5. Se tiene tres posibilidades:

= Las restas [y y Iy pueden ser paralelas, en cuyo caso no existe inter-secciéon alguna
y, como consecuencia, no hay solucion para el sistema.
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= Las rectas [ y Iy pueden intersecarse en sélo un punto, en cuyo caso el sistema tiene
exactamente una solucion.

Ya

= Las rectas l; y [, pueden coincidir, en cuyo caso existe una infinidad de puntos de
interseccién y, por consiguiente un infinidad de soluciones para el sistema.
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Aun cuando sélo se han considerado dos ecuaciones con dos incognitas, posteriormente
se demuestra que se cumple este mismo resultado para sistemas arbitrarios; es decir,

Todo sistema de ecuaciones lineales no tiene solucion alguna, tiene exactamente una
solucion, o bien, una infinidad de soluciones.

Un sistema arbitrario de m ecuaciones lineales con n incégnitas se escribe

a111 +  a1279 + 0 1+ ATy = b1
anry + axpry + - 4+ agr, = b (%)
*
Am1T1 + QpmaT2 + 0+ App®n = bm
en donde 1,2y, .., 2, son las incégnitas y las a;; y b; (i = 1,2,...my j=1,2,..,n)

denotan constantes.

Por ejemplo, un sistema general de tres ecuaciones lineales con cuatro incégnitas se
escribe

a1171 + a19%2 + a13T3 + 1474 = by
2171 + A22%2 + A23T3 + A4y = by
a3171 + Az2%2 + a33T3 + Az4%4 = b3

El subindice doble en los coeficientes de las incégnitas es una idea 1util que se emplea para
establecer la ubicacion del coeficiente en el sistema. EI primer subindice del coeficiente a;;
indica la ecuacién en la que se encuentra, y el segundo indica la incégnita que multiplica.
Por tanto, a5 se encuentra en la primera ecuacién y multiplica a la incégnita x,.

El sistema (*) se la puede escribir matricialmente, de la siguiente forma:

a1 Q2 - Qip X1 by
Q21 Q22 -+ Q2 €2 by
Am1 Am2 - Amn Tp bm

N ~ o S~——
A X B

de donde
Aananl = Bmxl

Cuyas soluciones de X € M,,1(K) donde podemos considerar elementos de R”

A lo largo del presente capitulo la ecuaciéon AX = B denotara un sistema de ecuaciones
donde A € M5, (K); X € M,x1(K) y B € M1 (K).
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Si mentalmente se mantiene presente la ubicacién de los signos +, las x y los signos =
en el sistema (), es posible abreviar un sistema de m ecuaciones lineales en n incégnitas
escribiendo tnicamente el arreglo rectangular de ntimeros:

a;; a2 - Qi by
az;  Gga - Qg, by
Am1 Am2 - Amn bm

Esto se conoce como matriz aumentada para el sistema (x).

Por ejemplo. La matriz aumentada para el sistema de ecuaciones

T — 3512'2 -+ 21’3 = 8
_2$1 —+ 4I2 — X3 = 2
3[L’1 + 65(72 - 4[)33 = 0
es
1 -3 2 8
-2 4 -1 2
3 6 —40

NOTA. Al construir una matriz aumentada, las incégnitas se deben escribir en el mismo
orden en cada cuestion.

Observacién.

El siguiente sistema, es un sistema no homogéneo:

a11T1 -+ 12T + -+ A1nTy = bl
a91T1 + a9 + s+ GonTy = bg
Am1T1 + GmaZs + o0 Gpp®y = bm

Donde algiin b; # 0

Y un sistema homogéneo, es de la forma:

anr; + apry + - 4+ apr, = 0
anxry + agwry + - 4+ agr, = 0
U1y + Qa2 + 0+ AppT, = 0

Donde, todo b; = 0 y cuya ecuacién matricial es: AX =0

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



3.2. SISTEMAS EQUIVALENTES. OPERACIONES ELEMENTALES. 74

3.2. Sistemas equivalentes. Operaciones Elementales.

Se dice que dos sistemas de ecuaciones lineales con las mismas incégnitas son equiva-
lentes si tienen el mismo conjunto solucién. Una forma de producir un sistema que sea
equivalente a uno dado, con ecuaciones lineales L1, Lo, ..., L,,, es efectuar una sucesiéon de
las siguientes operaciones, llamadas operaciones elementales:

E; Intercambiar las ecuaciones :—ésima y j—ésima:

E5 Multiplicar la ecuacién 1—ésima por un escalar no nulo k:

E3 Sustituir la ecuacion i—ésima por ella misma mas k veces la j—ésima:

Esto se enuncia formalmente en el siguiente teorema.

Teorema.

Supongamos que un sistema de ecuaciones lineales (x) se obtiene de otro (x) median-
te una sucesién finita de operaciones elementales. Entonces (k) y (x)tienen el mismo
conjunto solucién.

Nuestro método para resolver el sistema de ecuaciones lineales (x) consta de dos pasos:

Paso 1. Usar las operaciones elementales anteriores para reducir el sistema a uno equi-
valente més simple (en forma triangular o escalonada)

Paso 2. Usar la sustitucion hacia atras para hallar la solucion del sistema mas simple.

El ejemplo que sigue ilustra cémo pueden aplicarse estas operaciones para resolver sistemas
de ecuaciones lineales mediante operaciones elementales por filas. FEl procedimiento
es sistematico para hallar las soluciones, no es necesario preocuparse por la forma en que
se seleccionaron los pasos en este ejemplo. Es claro, que la atencién debe centrarse en
comprender los calculos y el analisis.
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Ejemplo.

A continuacién en la columna de la izquierda se resuelve un sistema de ecuaciones
lineales realizando las operaciones sobre las propias ecuaciones del sistema y en la columna
de la derecha, se resuelve el mismo sistema realizando las operaciones sobre los renglones
de la matriz aumentada.

r 4+ vy + 2z =9 11 2 9
2 + 4y — 3z = 1 2 4 -3 1
3r + 6y — Hz = 0 36 =5 0
Sume —2 veces la primera ecuacion Sume —2 veces el primer renglén
a la segunda para obtener: al segundo para obtener:
r 4+ y + 2z =9 11 2 9
29 — Tz = —17 0 2 -7 —17
3r + 6y — 5z = 0 3 6 =5 0
Sume —3 veces la segunda ecuacion Sume —3 veces el primer renglén
a la tercera para obtener: al tercero para obtener:

r + vy + 2z =9 11 2 9
2y — Tz = =17 02 -7 -—17
3y — 11z = =27 0 3 —11 -—-27

Multiplicar la segunda ecuacién por Multiplicar el segundo renglén
1/2 para obtener: por 1/2 para obtener:

r + vy + 2z =9 11 2 9
y — 3z = —% 01 —I U
3y — 11z = =27 0 3 —11 -—-27

Sume —3 veces la segunda ecuacién Sume —3 veces el segundo renglon
a la tercera para obtener: al tercero para obtener:
r + vy + 2z =9 11 2 9
y — 32 = 3 01 -3 ¥
- 32 = 3 00 -3 —3
Multiplicar la tercera ecuaciéon por Multiplicar el tercer renglén por
—2 para obtener: —2 para obtener:
r + vy + 2z =9 11 2 9
y — 3¢ = —% 01 -1 -1
z = 3 00 1 3
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Sumar —1 veces la segunda ecuacion Sumar —1 veces el segundo
a la primera para obtener: renglon al primero para obtener:
v+ Moo 1o yo®
v - 1o= e 01 1
z =3 00 1 3
Sumar —% veces la tercera ecuacién Sumar —131 veces el tercer renglon
a la primera y % veces la tercera al primero y g veces el tercer
ecuacion a la segunda para obtener: renglon al segundo para obtener:
x =1 1 001
Y = 2 010 2
z = 3 0013

Ahora es evidente la solucidn:
r =1, y=2 z=3

NOTA.- Todas los sistemas de ecuaciones lineales y las matrices escritas en el ejemplo,
son equivalentes entre si.

3.3. Eliminacion Gaussiana.

Es un procedimiento sistematico para resolver sistemas de ecuaciones lineales; se basa
en reducir la matriz aumentada a una forma que sea lo suficientemente simple (matriz
escalonada o matriz reducida) como para que el sistema de ecuaciones se pueda
resolver por observacion, ya sea esta por operaciones elementales fila o columna.

En el anterior ejemplo, se obtuvo la matriz aumentada:

1 001
010 2
0013

a partir de la cual la solucién del sistema resulté evidente, pues la matriz se encuentra en
su forma escalonada reducida por filas.

Cuya solucién viene dada por:
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que también la podemos representar de la siguiente manera:

T 1
yl =12
2 3

(xawa) = (17 273)

que estas formas de expresarlas nos seran muy 1til en los siguientes capitulos.

El siguiente ejemplo muestra una forma de resolver un sistema de ecuaciones lineales
mediante la eliminacién de Gauss-Jordan, se realizard las operaciones elementales por
filas, que también es aplicable las operaciones elementales por columna.

Ejemplo.

Resolver el siguiente sistema por medio de la eliminacién de Gauss-Jordan.

Ty + 3x9 — 2x3 + 2x5 =0

201 + 6xy — dSx3 — 234 4+ 4dzs — 3 = —1
5$3 + 10$4 + 15$6 = 9

21’1 + 6ZE2 + 8[L’4 + 4175 + 181’(5 = 6

Solucion.
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La matriz aumentada para el sistema es:

EOE
& .
e &
g 7
SIS L
i i
S o O ©
Mo Mo 0
(SR [t R e B
NFHOF NOoO OO
o [N
o 2w o Zw
[T o —
M OOV N oo
—NOoON O OO

SN
)
e
£ X
S
-~
S —H 10 O
O O
S W 54
N O O O
)
o~ S
AJH‘IAKUAT
™MD O O O
— O O O

= =

™ [}

= < 2 1

© ! + T

o o —

= < i ey

O —H O N O —A O—Hm O = —AnO O

O M OOV OMNMNM O - OMm O OO - O
AN O OO NODIODO NOOoOOoO No oo
O N OO OANODODO O NOOoO oo o
N OO DD M OO N OO Mmoo oo
— O OO 41 OO0 HO OO +H O OO

El sistema correspondiente es:
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I + 3(132 —|— 4.%‘4 + 2(135 =
T3 + 214 =

Tg =

Wl = O O

(Se ha descartado la ultima ecuacién, Oxy + Oz + O0x3 + Oxy + Oz5 + Oxg = 0, puesto
que sera satisfecha autométicamente por las soluciones de las ecuaciones restantes). Al
despejar las variables principales, se obtiene:

Ty = —31’2 - 41]4 - 2[L’5
T3 = —2£L‘4
T = 1

3

Asignaremos valores arbitrarios a 9 = r,z4 = s y x5 =t para todo r,s,t € R, de donde,
la solucién queda dada por las formulas:

1
r1=-3r—4s—2t, x9=r, 1x3=-28, wT4=8, xT5=1, x6:§
que también la podemos expresar de la siguiente manera, que nos sera muy util en los
siguientes capitulos.

T —3r —4s — 2t
i) T
T3 —2s
= Vr,s, t € R
Ty S
Ty t
T %

Observacién.

Un sistema de ecuaciones es consistente cuando tiene al menos una solucion, y
es inconsistente si el sistema no tiene solucién alguna.

Tomar muy en cuenta en los siguiente:

1. Cualquier operacién elemental entre filas ( o columna) a la matriz aumentada del
sistema es equivalente a efectuar la operacién correspondiente en el sistema mismo.

2. El sistema tiene solucion si y sélo si la forma escalonada de la matriz ampliada no
tiene una fila de la forma (0,0,---,0,b) con b # 0.

3. En la forma candnica por filas de la matriz aumentada (excluyendo filas nulas) e
coeficiente de cada variable no libre es una entrada principal no nula igual a uno
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y es la tnica entrada distinta de cero es su columna; de aqui la solucién en forma
de variables libres se obtiene simplemente transfiriendo los términos de variable no
libre al otro miembro.

Se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo.

El sistema
r + vy — 2z + 4 =5
2

y — 3z + t
3r + 3y — 4z — 2t =1

I
w

cuya matriz aumenta es:
11 -2 4 5

22 -3 1 3
33 4 =21

cuya matriz escalonada reducida equivalente por filas es:

110 -10 -9
001 -7 -7
000 O 0

La cual, como una fila es toda nula, se concluye que tiene infinitas soluciones.

Cuyas soluciones se encuentra de la siguiente forma:

r=-9—y+ 10t
z2=—T7T+Tt

aqui las variables libres son y y ¢ y las no libres son  y z. Haciendo y = r y t = s donde
r,s € R se tiene:

r=—-9—r+10s, y=r, 2=-T+T7s, t=s vr,s € R

Ejemplo.
El sistema
T + X9 — 21’3 + 3ZE4 = 4
2[E1 + 3$2 + 3ZU3 — X4 = 3
5¢1 + Txe + 4dx3 4+ x4 = b
Cuya matriz aumentada es:
11 -2 3 4
23 3 -1 3
5 7 4 1 5
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equivalente a la siguiente matriz
11 -2 3 4
o1 7 =7 =5
00 0 0 =5

note que no es necesario proseguir, pues esta matriz escalonada (no reducida) nos indica
que el sistema no tiene solucién. Pues tal conclusién es por la tercera fila en la matriz
escalonada cuya ecuacién correspondiente es:

Ol’l + 0513'2 + 01‘3 + 01'4 =-5

que no tiene solucién.

Ejemplo.

Cuya matriz aumentada es:

1 2 1 3
2 5 -1 -4
3 -2 -1 5

equivalente a la siguiente matriz escalonada reducida

0 2
0 -1
1

1
0
0 3

o = O

que nos dice que el sistema tiene solucion tnica

3.4. Sistemas Homogéneos de Ecuaciones
Lineales.

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos los términos
constantes son ceros; es decir, el sistema tiene la forma siguiente:
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a1 +  a19x9 + e 4 a1, = 0
anxi + axpry + -+ + agr, = 0
Am1T1 + Qa2 + -+ App®, = 0

Todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales es consistente, ya que:
r1=0,20=0,---2,=0
siempre es una solucion.

Esta solucién se conoce como solucién trivial; si existen otras soluciones, se dice que
son soluciones no triviales.

Dado que un sistema homogéneo de ecuaciones lineales debe ser consistente, pues, se
tiene una soluciéon o una infinidad de soluciones. Puesto que una de estas soluciones es
la trivial, es posible afirmar lo siguiente:

Para un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, se cumple exactamente una de las
siguientes proposiciones:

1. El sistema tiene sélo la solucién trivial.
2. El sistema tiene infinitas soluciones no triviales ademads de la trivial.

Existe un caso en el que queda asegurado que un sistema homogéneo tiene soluciones
no triviales; a saber, siempre que el sistema comprende mas incognitas que ecuaciones.
Considere el siguiente ejemplo de cuatro ecuaciones con cinco incognitas.

Ejemplo.

Resuélvese el sistema homogéneo de ecuaciones lineales, aplicando la eliminacién de
Gauss-Jordan.

2271 + 21’2 — XT3 + x5 = 0
—ry — X3 + 223 — 3x4 + x5 = 0
T + X9 — 2%3 — Iy = 0

I3 + x4 + x5 = 0

Su matriz aumentada es:

|
—_
|
—_
[\]
|
w
[—
o O O O
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Al llevar esta matriz a la forma escalonad reducida por filas, se obtiene:

110010
001010
000100
0 00O0O0U O
El sistema correspondiente de ecuaciones es:
T + T2 + Ty = 0
xs3 + x5 = 0
Tq =0
Despejando las variables principales se llega a:
Tl — —T2 — Iy
T3 = — Ty
Ty = 0
De donde, el conjunto solucién es:
rn=—s—t, x9=38, ax3=—t, wx4=0, x5=1 Vs, t € R
0
T —s—1
) S
I3 | = —t Vs,t eR
Ty 0
Iy t

Si s =t =0, se tiene la solucion trivial.

A continuacion se tiene un teorema importante, cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema.

Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con méas incégnitas que ecuaciones siem-
pre tiene una infinidad de soluciones.
Ejemplo.

El sistema homogéneo

r + 2y — 3z + w = 0
r — 3y + z — 2w = 0
2 + y — 3z + dw = 0

Tiene una soluciéon no nula porque hay cuatro incognitas pero sélo tres ecuaciones.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



3.5. RESOLUCION DE UN SISTEMA POR LA MATRIZ INVERSA. 84

Ejemplo.

Sea el siguiente sistema

r +vy — 2z =0
2c — 3y + 2z =0
r — 4y + 2z =0

que es equivalente al siguiente sistema

r +y — 2z =0
— %y + 3z =0

El sistema tiene una solucién no nula (en realidad infinitas soluciones), pues si z = 5;
entonces y = 3y = 2. Es decir, la terna (2,3,5) es una solucién particular no nula del
sistema.

Ejemplo.

Sea el siguiente sistema

equivalente al siguiente sistema

r +y - =z =0
2y + =z =0
11z =0

El sistema dado tiene la solucién trivial, es decir (0,0, 0)

Observacion.

Notese que el teorema sélo se aplica a los sistemas homogéneos. Un sistema no ho-
mogéneo con mas incognitas que ecuaciones no necesariamente es consistente, sin embargo,
si el sistema es consistente, tendra una infinidad de soluciones.

3.5. Resolucion de un Sistema por la Matriz Inversa.

En esta seccién, se establece resultados acerca de los sistemas de ecuaciones lineales y
la inversibilidad de las matrices. Por lo que resolveremos n ecuaciones con n incognitas,
que es mas eficaz que la eliminacién gaussiana, para ciertos tipos de problemas.
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El teorema que sigue establece algunas relaciones fundamentales entre las matrices
de n x n y los sistemas de n ecuaciones lineales en n incégnitas. Estos resultados son
sumamente importantes y se aplica en capitulos posteriores.

Teorema.

Sea A € M, (K). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. A es invertible.

2. AX = 0 tiene unicamente la solucién trivial.

3. A es equivalente por filas a I,

Demostracion. Se probara la equivalencia al establecer la siguiente cadena de implicacio-
nes: 1) = 2) = 3) = 1)
1) = 2) Por hipétesis se tiene que A es invertible y que Xy es cualquier solucién
de AX = 0. Entonces:
AXy=0

Ahora como A es invertible, entonces existe A™! tal que AA™' = A7'A = I, entonces si
multiplicamos A~! por el lado izquierdo se tiene:

AN AXy) =AM

O
(A'A) X, =0
(6]
IXy=0
(6]
Xo=0

Asi AX = 0 tiene solo la solucién trivial.
2) = 3) Sea AX = 0 cuyo sistema es:

a11r1 + Qaiexs + -+ G1pT, = 0
a1 + axpre + - 4+ agr, = 0
Ap1T1 + Qa2 + -+ AT, = 0
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Que por hipdtesis se tiene que el sistema tiene tinicamente la solucién tri-vial. Si se re-
suelve por la eliminacion Gauss-Jordan, entonces el sistema de ecuaciones correspondiente
a la forma escalonada en los renglones reducida de la matriz aumentada sera:

T =0
i) =0
z, =0
que su matriz aumentada es:
10 0 - 0 0
010 - 0 0
0 1 0 0
000 -- 10

descartando la ultima columna se tiene:

100 - 0
010 0
00 1 0| =1,
000 - 1

Asi, A es equivalente por filas a la matriz I,

3) = 1) Supongamos que A es equivalente por filas a I,,, de modo que es posible
llevar A hacia I,, por una sucesion finita de operaciones elementales por filas, digamos k.
Por un teorema visto en el capitulo 1, dice que de cada operacién elemental, es posible
encontrar su matriz elemental, que en este caso también es finito, es decir existen k

matrices elementales
E\, E,, ..., E;,

tales que
EkEQElA = In

donde FEi, F», ..., £}, son invertibles, que multiplicando de manera sucesiva y adecuada-

mente se obtiene:
A=FE'Eyt - B, =E'Ey - B

donde A es producto de matrices invertibles, por consiguiente A es invertible.
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Ejemplo.

Sea

T + 81’3 =0
Cuya matriz (aumentada) es:
1 2 3
A=12 5 3
108

que a la vez es A es invertible, cuya inversa es:

—40 16 9
A= 13 -5 -3
5 -2 —1

Por el teorema B.5 el sistema AX = 0, tiene la solucién trivial.
r1=T9 =123 =0.
Teorema
Sea A € M, (K) invertible, entonces:
AX =B
tiene exactamente una solucion, donde la solucion es:
X=A"'B

Demostracion.Notemos que X = A~!B es solucién de AX = B.

Pues, AX =B, A(A"'B)=B, (A A YYB=B,IB=B,B=B

Para que el teorema quede completamente demostrada, falta ver que la solucién es
Unica.

Para ello, supongamos que existe otra solucién, digamos Xy, entonces
AXy=B

en consecuencia Xy = A7'B = X Asi, la solucién es unica.
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Ejemplo.
Sea
T + 2£L‘2 + 31’3 =5
2$1 + 51‘2 + 3ZL'3 =3
T + 833’3 17
En forma matricial
1 2 3 1 )
2 5 3 T2 = 3
1 0 8 T3 17
——
A X B
Notemos que A es invertible, cuya inversa es:
—40 16 9
Atl=[ 13 -5 -3
-2 —1
De donde:
—40 16 9 D 1
X=A"'"B=|13 -5 =3|[3]=|-1
5 -2 -1 17 2
Asi, la solucién es:
1’1:1, {132:—1 1'3:2

Un problema fundamental. Sea A una matriz fija de m x n. Héllense todas las

matrices B de m x 1 tales que el sistema de ecuaciones AX = B sea consistente.

Si A es una matriz invertible, el teorema anterior resuelve este problema por completo

al afirmar que, para toda matriz B, AX = B tiene la solucién tnica X = A~'B.

Si A no es cuadrada, o si A es cuadrada pero no invertible, entonces no se aplica el
teorema anterior. En estos casos, es conveniente poder determinar qué condiciones, si las
hay, debe satisfacer la matriz B para que AX = B sea consistente. En el ejemplo que
sigue, se ilustra como se puede aplicar la eliminacion gaussiana a fin de determinar estas

condiciones.

Ejemplo.

Hallar by, by v b3 para que el sistema

x
T
21‘1

+ X9

+.§L’2

+ 21‘3 = bl
+ 3 = bg
+ 3$3 = b3
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sea consistente?

Solucion. La matriz aumentada, es:

11 2 b
1 01 b
2 1 3 by
cuya matriz escalonada es:
11 2 by
011 by — by
0 0 0 bg—0by—0y

Para que tenga solucién (sea consistente):
bg—b2—61:0:>b3:b2+bl

de donde:
by

B = ba Vbi,bo € R
by + by

Nota. si b3 — by — by # 0, el sistema no tiene solucién.

Ejemplo.
Sea
ar + y + z = 2a-1
r + ay + 2z = a (%)
r 4+ y + az = a*—3a+3
De donde
a 1 1 x 2a — 1
1 a 1 y | = a
11 a z a’—3a+3
— —— N — _
A X B
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= Encontremos primeramente la determinante de la matriz A.

a 1 1
det(A) =11 a 1
1 1 a
0 1—a® 1—a
=11 a 1
0 1—-a a-1
__1—a2 1—a
l—a a-1

(1—a)?—(a—1)(1—d?
(1—a)’*+ (1 —a)*(1+a)
(1—a)*(a+2)

Tendrd una solucién unica si det(A) # 0

(x) tiene una unica solucién si a € R\ {—2,1}

= Ahora si a = 1, se tiene:

Cuya matriz aumentada, es:

de donde

Entonces

111 x 1
111 yl=1|1
1 11 z 1
1111
1111
1111
equivalente por filas a la matriz :
1111
0000
0000
r+y+z=1
T 1—t—s
y | = t Vs, t € R
z s
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(x) tiene infinitas soluciones, si a = 1.

= Sia= —2, se tiene:
-2 1 1 x -5
1 -2 1 yl| =1|-2
1 1 -2 z 13
Su matriz aumentada es:
-2 1 1 =5

1 1 -2 13

Escalonando se obtiene la siguiente matriz:

1 -2 1 =2
0o 1 -1 3
0 0 0 ©6
(x) No tiene solucién, si a = —2.

3.6. Resolucion de un Sistema por Cramer.

3.6.1. Teorema. (Regla de Cramer)

Si AX = B es un sistema de n ecuaciones lineales en n incognitas tal que det(A) # 0,
entonces el sistema tiene una solucién unica. Esta solucion es:

det(Aq) det(As) det(A,,)
= l‘ = s o .. s xn =

det(A)" "7 det(A) det(A)

x

en donde A; es la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos de la j—ésima columna
de A por los elementos de la matriz

by

Demostracion. Sea AX = B un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, como
A es cuadrada, entonces existe la adj(A) # 0, de donde

ladj(A)]AX = [adj(A)]B
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De donde

Por otro lado, sea

Entonces:

De donde:

1e.

Ejemplo.

det(A)X = [adj(A)]B

det(A)z; =Y "[adj(A)];ib;

=1

det(A)z; = i Cijbi = ibicij
i=1 i=1

@11 a2 - Arj-1 by Q1j+1 -+ Qin
Qg1 Q22 - A2j-1 by agj41 - A2p
Gp1 Qp2 - Qpj-1 bn Qpj+1 * Qnn

d@t(AJ) = blclj + bQCQj +---+ an'n]

= i blCU
i=1

det(A)x; =det(Aj) ; j=1,2,...,n

. det(Aj)
YT et (A)

Aplicar la regla de Cramer para resolver:

Solucion. Notemos que:

T + 2$3 = 6
—3[)’21 + 41‘2 + 65(73 = 30
—X1 — 2IL‘2 + 31’3 = 8
1 0 2 6
A=|-3 4 6 B =130
-1 -2 3 8
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De donde si:
1 0 2
A=1-3 4 6 = det(A)=44#0
-1 -2 3
6 0 2
Ai=1(30 4 6 = det(A;) = —40
8 —2 3
1 6 2
Ag =1-3 30 6 = det(Ag) =72
-1 8 3
1 0O 6
As=| -3 4 30 = det(A3) = 152
-1 -2 8

Notar que det(A) # 0, entonces el sistema tiene solucién unica, cuyas soluciones vienen

dadas por:

T et(d) T 44T 11
det(As) 72 18
=) S W1
o det(dy) 152 38

T det(A) T 44 11

Nota.

Para resolver un sistema de n ecuaciones en n incognitas por la regla de Cramer, se
necesita evaluar n 4+ 1 determinantes de matrices n X n. Desde el punto de vista del
analisis matricial, para sistemas con m&as de tres ecuaciones, la eliminacion gaussiana
resulta superior, puesto que sélo se ha de reducir una matriz aumentada de n x n + 1.
Sin embargo, la regla de Cramer da una férmula para la solucién.

3.7. PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Halle el conjunto solucién para:
a) 6z — Ty =3
b) 21}1 +4£L’2 — 7.1'3 =8
c) =3z + 4wy — Tog+8x4 =5
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d) 20—w+3r+y—42=0

2. Halle la matriz aumentada para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones

lineales.

T - i) = 0
a) 3r; + 4z, = -1

21’1 — X2 = 3

I + x3 = 1
b)

—x1 + 2I2 — I3 =

T + 3 = 1
c) 20y — T3 + x5 = 2

2$3 + x4 = 3

d)

T =1

To =

3. Halle su sistema de ecuaciones lineales que corresponda a cada una de las matrices
aumentadas siguientes:

1 0 -1 2
a) |12 1 1 3
0 -1 2 4
[1 0 0
b) |0 1

1 -1 1
C)'12345
5 4 3 21
(1 0 0 0 1
0100 2
d)00103
00014

4. jPara qué valor, o para que valores, de la constante k el siguiente sistema de ecua-
ciones lineales no tiene soluciones? ;Tiene exactamente una solucion? ;Tiene una
infinidad de soluciones?
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. Considere el sistema de ecuaciones:

r 4+ y + 22 = a
z + =z
2 + y + 3z =

Demuestre que para que este sistema sea consistente, a,b y ¢ deben satisfacer ¢ =
a+b

. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por medio de la eliminacion de Gauss-
Jordan.

$1+I’2+2$3:8
a) 1 —2xe+3x3=1
31‘1—73324—4(133: 10

21’1 + ZIQ + 2l’3 =0
b) —21’1 + 5[E2 + 21’3 =0
—71‘1 + 7I2 + T3 = 0

r—y+2z—w=-1
20+ y — 2z 2w = -2
—r 42y —4z4+w=1
3T — 3w = —3

. . Para que valores de a el sistema que sigue no tiene soluciones? ;Tiene exactamente
una solucién? ;Tiene infinidad de soluciones?

r + 2y — 3z = 4
v — y + 5z = 2
dr + y + (a*—14)z = a+2

. Resuelva el sistema de ecuaciones no lineales que sigue para los angulos desconocidos
a,byv,endonde 0 <a <21, 0<AB<2ry0<~y<m

2senac — cosfp  + 3dtany = 3
4sena + 2cosf3 — 2tany = 2
6senov — 3cosf + tany = 9

. (Para cual valor, o cudles valores, de A el siguiente sistema de ecuaciones tiene
soluciones no triviales?

(A=3)x + y =0
x + A=3)y =0
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10. En los siguientes ejercicios utilize lo siguiente; “para resolver AX = B, A tiene que

ser invertible, si es asi, la solucién de AX = B viene dada por X = A7'B”.

a)

b)

11. Sea

T +2$2 =7
21’1 +5l’2 =-3
31’1 —6$2 =8
21’1 +5I’2 =1

:1:1+2:c2+2x3:—1
$1+3$2+l’3:4
[E1+3ZL’2+2I3:3

2I1+2$2+J}3:7
31]1+2$2+I3:—3
$2+I3:5

w+z+Ty+9z=4
wHxr+4dy+4z=7
—w —2y—3z2=0
—2w—x—4y —62=06

S 2 2

Q@ 2 O

N =~

S =N

la matriz aumentada para un sistema lineal. ; Para cudles valores de a y b el sistema

tiene

a) una solucién tnica?

b) ninguna solucién?

¢) infinitas soluciones?

12. ;Cuadles de las siguientes matrices esta en la forma escalonada en los renglones

reducida?
1 00
a) {0 0 0
001
010
b) {1 0 0
0 00
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110
¢) [0 10
000
12030
00110
Dlo 0001
00000
1005
e) [0 01 3
010 4
1031
f)(0124>

1 2 3
a) [0 0 0
001
1 =75 5
b)(0132)
110
¢) (o 10
000
13020
102 20
d)OOOOl
000O0O0
2 3 4
e) |0 1 2
00 3
0000
0000
f)OOOO
0000

14. En cada inciso suponga que la matriz aumentada para un sistema de ecuaciones
lineales se ha llevado por medio de operaciones sobre los renglones a la forma esca-
lonada en los renglones reducida que se da. Resuelva el sistema.
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100 4

a) [0 103
001 2
100 3 2

B) [0 1 0 -1 4
001 1 2
15005 —1

o 00103
00014 2
00000 0
1200

d) oo 10
0001

15. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por eliminaciéon Gauss-Jordan.

)

21’1 - 31’2 =-2
2331 + Ty = 1
31’1 +21’2 =1

31‘1 + 21‘2 — T3 = —15
921 + 3x9 + 223 =0
31‘1 + T —|—3$3 =11

11%1 + 7I2 = -30
c)
45(31 - SIQ =12
3r; — 623 =9
—25(31 + 4.172 =—6

16. Resuelva cada uno de los sistemas que siguen por eliminaciéon Gauss-Jordan.

a)
51‘1 + 21‘2 + 6.’E3 =0
—2%1 + o+ 3133 =0
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1 — 209+ a3 — 4y =1
$1+3[E2—|—7ZL‘3+2I4:2
r1 — 12562— 111’3— 16134 =5

17. Resuelva los sistemas que siguen, en donde a,b y ¢ son constantes.
a)

2r+y=a
3r+6y=0>

T+ 2Tog+ 2Tz =0
21‘1 +2$3:b
3$2+3I’3:C

18. Describa las formas escalonadas en los renglones reducidas que sean posibles para

Q Q. 9
> o o
S-S 0

19. Demuestre que si ad—bc # 0, entonces la forma escalonada en los renglones reducida

de
a b 1 0
¢ d) ®\o 1

20. Aplique el resultado del ejercicio [l para demostrar que si ad — be # 0, entonces el
sistema

ar +by =k
cr+dy =1

tiene exactamente una solucion.

21. Resuelva el sistema homogéneo dado de ecuaciones lineales
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21’1+l‘2—|—3$3:0
[L’1—|—21‘2 =0

I2+ZL’3:0

b)
3331+ZU2+333+ZU4:O
5I‘1—I2+ZL’3—CL’4:O
c)
21’1 —4$2+$3+.’L’4O
ZL‘1—5I'2+2$3 =0
—2$2—2$3—I4:0
$1+3$2 +.T4:0
ZL‘1—25(32—1‘3+3L’4:0
d)

r+6y—22=0
2v —4dy+2=0

. Resuelva el sistema

l’1+2l’2+$3:bl
ZBl—IEQ—l-[L’g:bQ

Ty + X9 :b3
cuando
) b= —1,by=3,bs =4
b) b1:5,b2207b3:0
) by=—1,bp=—1,b;=3
)blz%ab2:37b3:%

. {Qué condiciones deben satisfacer las b; (i=1,2,3,4) para que el sistema dado sea
consistente?
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

T —ZL’2+3ZE3 :b1
3512'1 — 31'2 + 9%3 = bg
—21'1 + 21’2 - 6373 = b3

221 + 3x9 — X3+ T4 = by
T1+ Dre + 13 — 204 = by
—x1 + 229 + 223 — 314 = b3
3x1 + 19 — 3x3 + 4wy = by

Sea AX = 0 un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en n incognitas que
tiene unicamente la solucién trivial. Demuestre que si k es cualquier entero positivo,
entonces el sistema A*X = 0 también tiene solamente la solucién trivial.

Sea AX = 0 un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales en n incégnitas y
suponga que () es una matriz inversible. Demuestre que AX = 0 sélo tiene la
solucién trivial si, y sélo si, (QA)X = 0 tiene tinicamente la solucién trivial.

Demuestre que una matriz A de n x n es inversible si, y sélo si, es posible escribirla
como un producto de matrices elementales.

JPara cual valor, 6 cuales valores, de a el sistema siguiente tiene cero, una y una
infinidad de soluciones?

T+ Ty +a3=4
.%'3:2
(a®> —4)xs =a —2

Sea AX = 0 un sistema de n ecuaciones lineales en n incdgnitas. Demuestre que el

sistema tiene una solucién no trivial si y sélo si det(A) =0

En los siguientes incisos, resuelva por medio de la regla de Cramer, cuando sea
factible aplicarla.

a)

3ZE1 —41'2 = -5
21‘1 + X9 =4
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dr +>dy =2
e +y+22=3
r+oy+2z=1

r+y—2z=1
2r—y+z2=2
r—2y—4a= -4

1 — 3£L'Q—|—$3 =1
2[L‘1—I2 = -2
4%1 —3.773:0

201 — X9+ x3 — 4wy = —32

Tx1 4+ 229 + 923 — x4 = 14
31 —To+ a3+ 24 =11

T, + x9 —4xy — 2004 = —4

2.%1—1172—1-5133:8
4I1+3$2+[E3:7
6.’171+2.T2-|-2273 =15

30. Aplique la regla de Cramer a fin de despejar z, sin despejar =,y y w.
de+y+z2z+w=56
r+Ty—z+w=1

Tr+ 3y — 52+ 8w = —3
r+y+z+2w=3

31. Pruebe que si det(A) = 1y todos los elementos de A son enteros, entonces todos
los elementos de A~! son enteros.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

Sea AX = B un sistema de n ecuaciones lineales en n incognitas con coeficientes
enteros y constantes enteras. Pruebe que si det(A) = 1, entonces la soluciéon X
tiene elementos enteros.

Pruebe que la ecuacién de la recta que pasa por los puntos distintos (a1, b1) y (ag, bo)
se puede escribir como:

x y 1
aq b1 11=0
ay b2 1

Pruebe que (x1,41), (22, y2) v (x3,y3) son colineales si y sélo si

1y 1
To Y2 1| =0
x3 yz 1

Pruebe que la ecuacién del plano que pasa por los puntos no colineales (aq, by, ¢1), (az, bg, ¢2)
y (as, bs, c3) se puede escribir:

r Yy =z
a; b o
as by c
az bs c3

Use determinantes para demostrar que, para todos los valores reales de v, la tinica
solucién de

T —2y ="z
rT=Y=7Y
esr=0,y=0

a) En la figura que se da al final, el drea del tridngulo ABC se puede expresar
como

drea ABC=drea ADEC + dreaCEFB - 4rea ADFB

Aplique esto y el hecho de que el drea de un trapecio es igual a % de la altura
multiplicada por la suma de los lados paralelos, para demostrar que

ry oy 1
area ABC = % To Yy 1
r3 yz 1
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Nota. En la deduccion de esta férmula, se nombran los vértices de manera
que el triangulo se recorra en sentido contrario al movimiento de las manecillas
del reloj, yendo de (z1,%1) a (w2,vy2) a (x3,y3). Si el recorrido se hace en
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj, el determinante que se
obtiene conduce al negativo del area.

Aplique el resultado obtenido en el inciso (a) para hallar el area del tridngulo
con vértices (3,3), (4,0), (=2, —2)

Clx3,3)

Y
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CAPITULO 4

Espacios Vectoriales.

4.1. Introduccion.

Estudiaremos la estructura de Espacios Vectoriales (E.V.), la cual es en esencia una
generalizacion del espacio R™, es por esta razon que este serda nuestro principal modelo de
E.V., en realidad los E.V. que nos interesan son los de dimensién finita, los cuales son en
esencia idénticos a R™ .

Se utilizara la siguiente notacion:
= K el cuerpo de los escalares.

= a,b,co k los elementos de K.
= |/ es espacio vectorial.

= u,v,w los elementos de V.

Observacion. No se pierde esencia si K es R o C.

4.2. Espacios Vectoriales.

Definicion.

Sea K un cuerpo dado y V = ().
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V' recibe el nombre de espacio vectorial sobre K (y los elementos de V' se llaman
vectores) si u,v,w € V' y a, f € K satisfacen los siguientes axiomas:

Al Clausura: P1. Clausura:

utveV a-ucV

A2. Asociativa: P2. Asociativa:

(utv)+w=u+(v+w) (@-8)-u=a- (8 u
A3. Conmutativo:

ut+v=v+u

A4. Neutro Aditivo: P3. Nuetro Multiplicativo:

Existe e = 0 € V tal que Yv
l-v=w

v+te=e4+v="

A5. Inverso Aditivo:
Existe /(= —u) € V

u+u =u+u=0

D. Distributividad:
a-(u+v)=a-u+a-v
(a+0)- u=a-u+p u
Los axiomas precedentes se desdoblan de forma natural en dos categorias:

1. Las A; (i =1,...,5) atafien unicamente a la estructura aditiva de V', y puede resu-
mirse diciendo que V' es un grupo conmutativo bajo la suma.

De donde concluimos que cualquier suma de vectores de la forma
U+ U+ -+ Uy

no requiere paréntesis y no depende del orden de los sumandos.
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Observacién.

= El vector cero es tnico.
= El inverso aditivo de u es —u y es unico.

= Se cumple la ley de la cancelacién
te. utw=v+w = uU=v
= La resta se define, de la siguiente forma:
u—v=u+(—v)

2. Los M; (i =1,2,3) y D se refieren a la “accién” del cuerpo K sobre V (Producto
de un vector por un escalar)

Empleando los axiomas adicionales probaremos las siguientes propiedades elementales
de un E.V.
Teorema.
Sea V un E.V. sobre un cuerpo K.
1. Vae K,0€V;, a-0=0
2.YVueV,0e K; 0-u=0
.siaru=0 = a=06u=0 dondeae K,ueV
4. Yae KNueV = (—a)u=oa(-u)=—au
Demostracion.-
1. Por A4, con v = 0 se tiene 0 +0 =0, y por D.
a-0=a-(0+0)=a-0+a«a-0
sumando —a - 0 a ambos miembros, se tiene:
a-0=0
2. Una propiedad de K es 0+ 0 =0, y por D, se tiene:
O-u=0+0)-u=0-u+0-u
sumando —0 - u a ambos miembros, se tiene:

O-u=0
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3. Supongamos que o # 0 tal que a-u = 0, entonces existe o=t € K tal que a-a™! =1

Entonces:
u=1l-u=(a-a') u=al (a-u)=a'-0=0

Asi:
u=0>0

4. a) Como u+ (—u) = 0, entonces:
0=a0=au+(—u)] =aou+ a(—u)

es decir:
= au + a(—u)

sumando —(aw) miembro a miembro, se tiene:
—au = al—u)
b) Como a + (—a) = 0, entonces:
0=0u=[a+(—a)u=au+ (—a)u

ie.
0=au+(—a)u

sumando —(«u) miembro a miembro, se tiene:

—au = (—a)u

al—u) = (—a)u = —au

Observacion.

» Es importante notar que un E.V. es un conjunto V (V' # (J) y un campo K (K con
dos operaciones + y -), es decir al conjunto V' se le puede asociar otro campo K
(K con otras operaciones), no existe una sola forma de hacer a V un E.V.

» Si V es un E.V. sobre el campo K con las operaciones +, - escribiremos (Vk, 4+, -)
si las operaciones se asumen conocidas, escribiremos Vi

= Las operaciones de E.V. tienen una interpretaciéon geométrica.
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ou A

4.3. Ejemplos de E.V.

Se debe tener presente que, en la definicién de espacio vectorial, no se especifica la
naturaleza de los vectores ni la de las operaciones. Cualquier clase de objetos que se
desee puede servir como vectores; todo lo que se requiere es que se satisfagan los axiomas
de los espacios vectoriales. Los ejemplos que siguen dan cierta idea de la diversidad
de espacios vectoriales posibles, que en algunos casos se omite la demostraciéon por ser
simples.

Dado n € N el conjunto
R™ = {(ay,aq,...,a,)/as, ...,a, € R}
se denomina E.V. Euclidiano n—dimensional.
Este efectivamente es un E.V. sobre el campo R con las operaciones:
U+ 0= (U, .o, Up) + (V1, ey Vp) = (U + V1, ey Uy + V)
a-v=avy,..,v,) = (auy, ..., qv,)
Observacion.
s Sin =1, entonces R es un E.V. sobre si mismo.
» Sin =2, entonces R? es el plano euclidiano.

» Sin =3, R?es el espacio euclidiano tridimensional.

Espacios de Matrices men‘ (Mipsn(K), +,-)
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[T

El conjunto (M,xn(K),+,-) donde “+ 7 es la suma de matrices y es el producto

de un escalar por una matriz, es también un E.V.

Espacio de Polinomios P(t)

Sea P(t) = ag + ait + ast* + - - - + a,t", donde a; € K (para algiin campo K)

Entonces P(t) es un E.V. sobre K.
Donde:

+ la suma de polinomios.

un polinomio por una constante.

tal que
0=0(t) =040t + 0t +--- + 0t"
y
—P(t) = —ap — a;t — -+ — a,t"
para P(t)

Espacio de Funciones §(X, K)

Sea X # () y sea K un campo.

Definimos:
SX,K)={f/f: X — K}
donde:

» [a suma de dos funciones:
Si f,g € F(X,K), entonces f + g € (X, K)

Definida por:
(f+9)(x)=f(z)+gx) VreX
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» Siae Ky feFX, K), entonces af € F(X, K)

Definida por:
(af)(z) =af(z) VeeX

A

kf

Asi F(X, K) en un E.V. sobre el campo K.

Nota.

» El vector cero en §(X, K) es la funcién cero:

0=0(z) VreX

» Ve F(X,K) = J(—f) € (X, K) tal que:

» Si R = K, entonces (X, K) = F(X)
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4.4. Subespacios.

De aqui en adelante V' denotard un E.V. sobre K, el cual K puede ser R 6 C.

Consideremos W C V', donde V es un E.V.
El conjunto W hereda de forma natural las propiedades A2, A3, P2, P3, D pues son
propiedades generales respecto a los elementos de V.

Las otras propiedades, en general no se hereda, por ejemplo:

Sea

W = {(1,b)/b € R} CR®
es claro que 0 ¢ W y ala vez si (1,1) € W, entonces fu € W/(1,1) +u =0
Pues u=(-1,—1) ¢ W
Dado W C V nos interesa que condiciones debe cumplir W sobre K con las operaciones
de V para que sea un E.V. dentro de V.
Definicién.
Sea W CV (V es E.V. sobre K)

W se denomina subespacio (S.E.) de V(W <x V6 W < V) si a su vez es un E.V.
sobre K con respecto a las operaciones de V', suma vectorial y producto por un escalar.

Un criterio simple para identificar subespacios, es el siguiente teorema.

Teorema.
Supongamos que W C V (V es E.V.)
Entonces W es un S.E. de V si y s6lo si cumple:
1.0eWw
2. VuveW = u+tveW
3. Ve KNueW = kueW

Demostracion.
=) Se cumple de manera inmediata.
<)Sabemos que cumple A2, A3, P2, P3, D.

Pd. que cumpla A1, A4, A5, M1
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M1 cumple por 3.

Al cumple por 2.

A430e W (porl) = O0+v=veW
ASk=-1,=(-ljv=—veW=v+(-v)=0eW

W es S.E. de V.

Las condiciones 2 y 3 del teorema puede combinarse en una sola.

Corolario.
W <V siy sdlo si:
1.0oe W (W #0)
2. au+bveW Va,be K, YuveW

Demostracion.
=) Se cumple de manera inmediata.
<) 0 € W cumple por 1 del corolario.
Para 2 (del teorema) sia=b=1 = lu+lv=u+veW
Para 3 (del teorema) ku =ku+0veW = kueW

W<V

Observacion.
Todo E.V. V tiene al menos dos subespacios.
1. El propio V <V

2. {0} <V subespacio cero.

Ejemplo.
Sea W cualquier plano que pasa por el origen, de donde notemos lo siguiente:
= 0 € W, pues W es el plano que pasa por el origen.

» Supongamos que u,v € W, entonces u+ v € W por que es la diagonal del parale-
logramo determinado por u y v.

= ku € W; Vk € K, pues ku es una recta que contiene a u.

W es un S.E. de R3.
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Observacién.

No es dificil demostrar que:
» Las rectas que pasan por el origen son subespacios de R3.

= Los tnicos subespacios de R? son: {0}, R3, rectas que pasan por el origen, planos
que pasan por el origen.

» Los tnicos S.E. de R? son: {0}, R?, las rectas que pasan por el origen.

Ejemplo.

Sea

0
W = {|:a21 a62:| /alg,agl < K}

Demuestre, que: W < Moy o(K)

Solucion.
Es claro que 0 € .
Sea: _
o 0 a12 o 0 b12
A_le 0] ’ B__bm 01
Entonces: ;
. 0 aio + b12
A+B_Ll21+b21 0 _EW
Sea k € K, entonces:
. 0 ]{ICL12
kA = [kaﬂ 0 } ew

W S.E. de M2><2(K)

Ejemplo.

Sea

1171 + @192 + - - - + 41,2, = by
9121 + A99%o + - - - + Gop T, = by

Am1T1 + A2l + - - - + AppTy = bm
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6 AX = B, se dice que un vector

51
52
S = c R"
Sn
es un vector solucion del sistema, si:
L1 = 81,T2 = S2,"** ,Tp = Sp

es una solucién de tal sistema.

Probaremos que el conjunto de vectores solucion de un sistema homogéneo es un S.E.
de R"

Sea A € Myn(K) y
W =A{X € M,x1(K)/AX =0}
De donde:

1. 0 € W, pues es la solucién trivial.

2. Si X eWy X €W, entonces:

AX =0y AX'=0

De donde
AX+X)=AX+AX'"=0+0=0
X+X ew
3. A(kX) =k(AX)=k0=0
kX e W
W es S.E. de R"

Nota.

El S.E. W se denomina espacio solucién del sistema AX = 0.
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4.5. Subespacio Generado.
Definicién.

Se dice que un vector w es una combinaciéon lineal de los vectores vy, v, ..., v, si se
puede expresar en la forma:

w = kvy + kovo + - - + kv,

en donde kq, ko, ..., k, son escalares.

Observacion.

En particular si S = {vy,...,v.} €V, S finito, diremos que un vector w es un combi-
nacion lineal (C.L.) de los elementos de S, si existen escalares ki, ..., k. € K tal que

ko +---+ kv, =w

Ejemplo.
Seau=(1,2—1)yv=1(6,4,2) en R3.
Demuestre que w = (9,2,7) es C.L.deuy vy que w = (4,—1,8) noes C.L. de u y v.

Solucion.
Para que w sea C.L. de u y v, debe de existir escalares ki, ko tal que:

w = k‘lu + k'QU
es decir:

(9,2,7) = k1 (1,2, —1) + ko(6,4,2)
= (/{?1 + 6k2, 2]€1 + 4]€2, —]{Zl -+ 2]{72)

al igualar componentes correspondientes se tiene:

9:k1+6l€2
2:2k1+4k2
7= —ky + 2k,

resolviendo, se tiene:

de modo que :
w= —3u+2v
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De manera andloga para w’, se tiene:

4 = ki + 6ko
—1 = 2k; + 4k,
8 == —kl +2]{Z2

el sistema es inconsistente (no tiene solucion).

No existen escalares.

w’' no es C.L. de u y v.

Observacion.

» Un conjunto de vectores {vy,...,v,.} en un espacio vectorial V', en general puede
generar o no a V.

= Si lo genera, entonces todo vector en V' es expresable como una C.L. de vy, vs, ..., v,
y si no lo genera, entonces algunos vectores se pueden expresar mediante tal com-
binacién, mientras que otros no.

Nota.

El conjunto w = {ey, e, ..., €, } C R", donde:

€1 = (1,0,0,...,0)
es = (0,1,0, ..., 0)
€3 = (0,0,1,...,0)

en = (0,0,0,...,1)

es un conjunto de generadores de R™, pues dado (ay, as, ..., a,) € R", entonces, es posible
escribir:

n
(a1, az,...,a,) = arey + ages + - - + ape, = E a;€;
i=1

El siguiente teorema indica que si se agrupan todos los vectores en V' que son expre-
sables como combinaciones lineales de v, ..., v,, entonces se obtiene un subespacio de V.
Este subespacio se denomina espacio lineal generado por {vy, ...v,.} 0 més simplemente,
espacio generado por {vy, ..., v, }.
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Teorema.

Si vy, ..., v, son vectores en un espacio vectorial V| entonces:
1. El conjunto W de todas las C.L. de vy, ..., v, es un subespacio de V.

2. W es el subespacio més pequeno de V' que contiene a vy, ..., v, en el sentido de que
cualquier otro subespacio de V' que contenga a vy, ..., v,, debe contener a W.

Ejemplo.

Sea,
S =1{(1,-1,2),(0,1,1),(~1,2,—-1),(-2,3,-3),(0,2,2)} C R?

Sea v € W (W es generador de R?) si y sélo si, existen escalares xy, xo, w3, 74, 75 tales
que:

U1 1 0 —1 -2 0
Vol =21 | =1 +axo [1| +23 | 2 | +24 | 3 | +25 |2
U3 2 1 -1 -3 2
de donde:
T — X3 — 214 = 0
—r1 + X2 + 21’3 + 31’4 + 2.7)5 = V2
25(]1 + 29 — x3 — 31’4 + 2ZE5 = U3

Escalonando se tiene:

1 0 -1 =20 | u 10 -1 -2 0 | vy
11 2 3 2| w|l~01 1 1 2| vy + g
2 1 -1 -3 2 | Vs 0 0 0 0 0 | —3U1—U2+123

Este sistema tiene solucion si:
—3’01 —UQ+U3 =0

—Vg + Vs
3

Seat=wvy,r=v3 = vy =5 VireR

V1 =
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Es decir:
vy ft;rr
Vo | = t
Us B r
- . -
3 3
=|¢t | +1]0
_O r_
_1 1
3 3
=t|{1]|4+7r|0 Vi,r € R
0 1
Asi:
W= {(~2,1,0), (=,0,1)}
- 37 9 9 37 9

W genera a R?

Hemos encontrado un conjunto més simple que genera el mismo espacio que S, ain
queda por determinar si este conjunto es el mas pequeno posible.

4.6. Dependencia e Independencia Lineal.

El problema de encontrar los conjuntos generadores mas pequenos para un E.V. de-
pende de la nocion de independencia lineal, la cual se estudia es esta seccion.

Si S ={v1,...,v,} es un conjunto de vectores, entonces la ecuacién vectorial
]{3101—|—]€2U2+"'+krvr =0
tiene al menos una solucion, a saber
1{71 :O,]CQ :O,...,]{ZT =0

si esta es la tinica solucion, entonces S recibe el nombre de conjunto linealmente inde-
pendiente (L.I.).

Si hay otras soluciones (aparte de la trivial), entonces se dice que S es un conjunto
linealmente dependiente (L.D.).
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Ejemplo.
El conjunto de vectores S = {vy,v2,v3} en donde:
v = (2,-1,0,3), 09 = (1,2,5,—1),v3 = (7, —1,5,8)
es L.D.

Pues
32)1 + Vg — V3 = 0

Observacion.

1. Si 0 es uno de los vectores vy, ..., v, digamos v; = 0, los vectores deben ser L.D.,

pues:

1o, +0vg+ - +00, =1-04+0+---+0=0

(y el coeficiente de v; # 0)

2. Cualquier vector no nulo v es por si sé6lo L.I. debido a que:
kv=00v#0 = k=0

3. Si dos de los vectores vy, ..., v, son iguales, o si uno es un multiplo escalar de otro,

digamos vy = kvs, los vectores son L.D.; pues:

vy — kvg +0v3 + -+ -+ 0v, =0

y el coeficiente de v; no es 0.
4. Dos vectores v; y v9 son L.D. si y sélo si uno de ellos es multiplo del otro.

5. Siel conjunto {vy, ..., v, } es L.I., cualquier reordenacién de los vectores {v;,, viy, ..., Vi, }
también es L.I.

6. Si un conjunto S de vectores es L.I. necesariamente lo es cualquier subconjunto de
S. Alternativamente, si S contiene un subconjunto L.D., S es L.D.

7. En R3, la dependencia lineal de vectores, geométricamente es:

A

/
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u 'y v son L.D. u,v y w son L.D.

Ejemplo.
Los polinomios:
pm=1—xpy=5+3r—22% p3=1+3z— 2>
forma un conjunto L.D. (en P), pues:

3p1 —p2+2p3 =10

Ejemplo.

Consideremos los vectores e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) y e3 = (0,0,1) en R3.
De donde:
k‘161 + kgeg + k3€3 =0

De donde:
(kla k?a k3) = (07 07 O)

En consecuencia S = {ej, eq, €3} es L.I.
Generalizando, se tiene:
e1 = (1,0,...,0), 5 = (0,1,...,0), ... e5 = (0,0, ..., 1)

forma un conjunto L.I. en R™.

Ejemplo.

Determine si:
v = (1,-2,3),v9 = (5,6, —1),v3 = (3,2, 1)

forma un conjunto L.D. o L.I.

Solucion.
Témese la ecuacion vectorial

]{?11)1 + kﬁg?]g + ]{?31)3 =0

kl(]-a _27 3) + k2(57 67 _]-) + k3(37 27 ]-) = (07 07 0)

(ky + Bky + 3ks, —2ky + 6ky + 2ks, 3ky — ko + k3) = (0,0,0)
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de donde, se tiene el siguiente sistema:

ki + Sky + 3ky = 0
—2k; + Gky + 2k3 =
kv — ko + k3 = 0

)

Notemos que:

» {v1,v9,v3} es L.D. si el sistema tiene la solucién no trivial.

» {v1,v9,v3} es L.I. si el sistema tiene sélo la solucién trivial.
Resolviendo, se tiene:
1 1
ky = —=t, ks =—=t, k=t VteR
1 5l 2 5t P
cuyas soluciones son no triviales.

{v1,v9,v3} es L.D.

Opcional.
1 5 3
Si|-2 6 2| =0 = no esinversible, = tiene las soluciones no triviales.
3 -1 1
Ejemplo.
Sea

S=1{(1,2,-1),(2,1,1),(1,2,1) c R?

vamos a determinar si el L.1.

Solucion.
Por definicién

kl(la 27 _1) + k2(2a 17 1) + kS(la 27 1) = (07 07 O)

de donde:
ky 4+ 2ky + ks =0
2k1 + ko +2k3 =0
—k‘l + k?g + k‘3 =0
Notemos
1 21 1 00
2 1 2 ~1(0 10
-1 11 0 01
Cuya ecuacion tiene sélo la solucién trivial.

S es L.I.
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4.7. Bases y Dimensiones.

Por lo comtin, se concibe una recta como un espacio unidimensional, un plano como un
bidimensional y el espacio que lo rodea a uno como tridimensio-nal. El objetivo principal
de esta seccién es precisar esta nocion intuitiva de dimension.

Definicion.

Si V es cualquier E.V. y S = {vy,...,v,} es un conjunto finito de vectores en V,
entonces S se denomina base para V' si:

1. SesL.IL

2. S genera a V.

Ejemplo.

Sean:
er=1(1,..,0),...,e, = (0,...,1)

es un conjunto L.I. en R™ y como cualquier vector v = (vy, ..., v,) € R", se puede escribir
como:
V=161 + "+ v€,

entonces, €y, ..., e, genera a R”

{e1,...,e,} es una base, esta base se
conoce como base estandar para R”.

Ejemplo.

Sea:
U1 = (1727 1)7U2 = (2797 0)71)3 = <37374)

Demuestre que el conjunto S = (vy,v2, v3) es una base de R3,

Solucion.
Para demostrar que S genera a R?, es necesario demostrar que un vector arbitrario
b = (b1, be, b3) se pueda expresar como combinacién lineal de los vectores de vy, v, vs.
ie.
b= kﬂ)l + /{721}2 + ]ilgvg

equivalente a:

(b17 b2b3) = k1(17 27 1) + k2(2’ 97 0) + k3(37 37 4)

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



4.7. BASES Y DIMENSIONES. 125

O~

k’l -+ 2]{?2 + 3]€3 == b1
2]€1 + 9]{32 + 3]€3 - b2
k’l + 4k3 = b3

Para demostrar que S genera a V', se debe demostrar que el sistema tiene una solucién,
para todo b = (by, bs, b3).

Por otro lado, probar que S el L.I., es necesario demostrar que la tinica solucién de:
k’lvl + kgvg + k’3U3 =0

es
k1:k2:k3:0

Escribiendo en el siguiente sistema:
kv + 2ky + 3ks = 0

2ky 4+ 9k + 3ks =
kq + 4ks = 0

o

el sistema tiene unicamente la solucién trivial.

Pues, sea

1
A= ]2
1

S O N
= W

como det(A) # 0, entonces A es invertible, y como A es invertible, concluimos que AX =0
tiene la solucién trivial, en consecuencia AX = B es consistente.

Donde:
kq by
X = |ky| ,B= |b
ks b3
S es L.I.

S genera a R?

S es una base de R3.
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Ejemplo.

El conjunto S = {1, z,...,2"} es una base para el E.V. P,.

En efecto, recordemos que S genera a P,.

Veamos si S es L.I.

Para ello, consideremos:

cot+caxr+--Fc" =0
como se da la identidad, se concluye que
co=c1=--=¢,=0

S es L.I

S es base de P,, esta base es considerada base estandar para P,

Ejemplo.

10 01 00 00
O R R R R

el conjunto S = { M, My, M3, My} es una base para el E.V. My(R).
En efecto, veamos que si cumple lo siguiente:

= S es LI, pues:
a]\/[1 + bM2 + CM3 + dM3 =0

entonces:

a=b=c=d=0

» S genera a V' = My(R), pues:

Sea: )
a
s=[: ]

B = aM; + bMs + cMs + dM,

entonces:

S es base de Ms(R).
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Observacién.

Se dice que un E.V. V es de dimension finita n o que es n—dimensional escrito por
dim(V) =n

Si S es finito. (ie. S = {v1,...,v})

Ejemplo.

Los ejemplos anteriores son de dimension finita.

Teorema.

Si S = {vy,...,v,.} es una base para un espacio vectorial V', entonces todo conjunto,
con mas de r vectores es L.D.
Teorema.

Dos bases cualesquiera para un E.V. de dimension finita tiene el mismo nimero de
vectores.

Ejemplo.

La base estandar de R™ contiene n vectores, por consiguiente, toda base para R"”
contiene n vectores.

dim(R™) =n
Ejemplo.

La base de P, contiene n + 1 vectores, asi entonces, toda base para P, contiene n + 1

vectores.
dim(P,) =n+ 1.

Ejemplo.

Hallar una base y la dimension para el espacio de soluciones del sistema homogéneo.

2$1 + 21’2 — X3 + x5 = 0
—ry — X3 + 223 — 34 + x5 = 0
r1 + x9 — 2x3 — x5 = 0

rs + x4 + x5 = 0
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solucion. Resolviendo, las soluciones estan dadas:

r1=—5—1t, x9=35, x3=—t, x4=0, x5=1t Vs, teR
o
T —s—t —1 -1
To s -1 0
I3 | = —t =S 0 —|—t -1
Ty 0 0 0
Ty t 0 1

Lo cual demuestra que los vectores:

-1 —1
—1 0
vi= 1|0 vg = | —1
0 0
0 1

generan el espacio de soluciones.
Es claro que {v;,v9} es L.I.

{v1,v2} es una base y el espacio de soluciones es bidimensional.

Ejemplo.
Demuestre que v; = (—3,7) y v = (5,5) forman una base para R?

Solucion.
Notemos que {vy,v2} es L.I. pues, ninguno de los vectores es un multiplo escalar del
otro.

{v1,vo} genera a R?

{v1,v9} es base de R2.

4.8. Coordenadas.

Sea V un E.V. n—dimensional sobre un cuerpo K y S = {v,...,v,} una base de V.
Cualquier vector v € V puede expresarse de forma tnica como C.L. de los vectores de la
base en S, digamos

V= a1V + agUs + - - - 4+ ap Uy
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Estos n escalares ay, as, ..., a, se denominan las coordenadas de V relativas a la base S,
y forman la n—upla [aq, ..., a,] en K™, llamadas el vector coordenado de v relativo a S.

Denotemos este vector por [v]g 6 simplemente [v] cuando S viene dada implicitamente.
Ast:
[U]S - [ah ag, ..., an]
Ejemplo.
Sea P5(t) E.V. de los polinomios.

Los polinomios
p=1 p=t—1 ps=(t—1)

forman una base de S de Px(t).
Sea v = 2t% — 5t + 6.
Hallas el vector coordenado de v relativo a la base S.

Solucion. Para hallar el vector coordenado de v relativo a la base S se obtiene como
sigue.

Tomemos:
v =2xp1 +Yyp2 + 2p3

de donde
208 —5t+6=x-1+y(t—1)+2(t—1)°

202 — 5t 4+ 6=zt + (y - 22)t+x —y + 2

Igualando los coeficientes de los términos semejantes correspondientes, se tiene:

r—y+z=06
y—22=-5
z =2

Cuya solucién es:

Asi:
v =3p; —p2+2ps3

[v]s = [3,—1,2]
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Ejemplo.
Consideremos el espacio R? y los vectores:
u; = (1,—1,0),us = (1,1,0),u3 = (0,1, 1)
forman una base S de R3.
Sea v = (5, 3,4).

Las coordenadas de v relativas a la base S se obtienen como sigue.

Tomemos:
V= TU] + YUz + 2ZU3
de donde:
(5,3,4) = x(1,—1,0) + y(1,1,0) + 2(0,1,1)

de donde
T+y=2>5
—r+y+z=3
z=4

cuya solucién es:

Asi:
v = 3uy + 2uqs + 4us

[U]S = [37 2, 4]

4.9. Cambio de Base.

Si se cambia la base para un E.V. V| de cierta base dada B = {vy,...,v,} hacia otra

nueva base B’ = {v], ..., v/}, entonces la matriz de coordenadas inicial, [v]g, de un vector

oy Up

v estd relacionada con la nueva matriz de coordenadas [v]p por medio de la ecuacién:
(vl =P [v]s

en donde las columnas de P son las matrices de coordenadas de los vectores base iniciales
con relacion a la nueva base, es decir los vectores columnas de P son:

[Ul]B/, [UQ]B/, ceey [Un]B’
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Simbdlicamente, la matriz P se puede escribir
P = [Ul]B/Z[UQ]B'I T i[Un]B/
esta matriz se conoce como matriz de transiciéon de B hacia B'.

Ejemplo.
Consideremos las bases:
B = {vi,va} y B' = {v},v5} para R

“1:{5]’”2:{?}; ”’megzm

1. Halle la matriz de transicién de B hacia B’.

en donde:

2. Hallar [v]p siv = [;]

Solucion.

1. Vamos a encontrar las matrices de coordenadas para los vectores bases iniciales vy
y vy en relacién con la nueva base B’.

De donde:
/ !
vl = —U] + U

vy = 20] — vy

[v]p = {_11} y [va] = {_21}

La matriz de transicién de B hacia B es: P = {_1 2 }

de donde:

2. Por simple observacién:

de donde

ie.
. / !
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Ejemplo.

Considere los vectores

w= =[] a-[] -]

Sea B = {v, v} y B' = {v],v}}.
Encontraremos la matriz de transicién de B’ hacia B.

Por simple observacion:
/
V] = U1 + U2

vy = 201 + o

o= 3] v o=}

Asi la matriz de transicién de B’ hacia B, es:

-]

de manera que:

Observacion.

Notemos que P es la matriz de transicién de B hacia B’, y @) la matriz de transicién
de B’ hacia B.

Entonces:

P-Q=1 = P'=Q

Teorema.

Si P es la matriz de transicién desde una base B hacia una base B’, entonces:
1. P es invertible.

2. P71 es la matriz de transicién de B’ hacia B.
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4.10. PROBLEMAS PROPUESTOS.

Problemas preliminares.

1. Sean u = (2,0,—1,3),v = (5,4,-7,—1) y w = (6,2,0,9). Halle:

2. Sean u,v y w los vectores del ejercicio 1. Encuentre el vector x que satisfaga 2u —
vtz =Tr4+w

3. Sean u; = (—1,3,2,0),us = (2,0,4,—1),us = (7,1,1,4) y uy = (6,3, 1,2). Encuen-
tre los escalares ¢y, co, c3 y ¢4 tales que cyuy + cous + csus + cqug = (0,5,6, —3)

4. Demuestre que no existen los escalares c1, ¢ y ¢3 tales que ¢1(1,0, =2, 1)+c2(2,0,1,2)+
c5(1,-2,2,3) = (1,0,1,0)

5. Calcule la norma euclidiana de v cuando:

a) v=(4,-3)

b) v=(1.—1,3)

c) v=(2,0,3,-1)
d) v=(-11,1,3,6)

6. Sean u = (3,0,1,2),v =(-1,2,7,-3) y w = (2,0,1, 1). Halle:

a

b

)+l

) Al +[[v]]

¢) || = 2ull + 2]|u]
d) ||3u—5v+w||
)
)

€) Twl ||w||

~

H% I
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7. Demuestre que si v es un vector diferente de cero en R", entonces ﬁv tiene norma
1.

8. Encuentre todos los escalares k tales que ||kv|| = 3, en donde v = (—1,2,0, 3)

9. Halle el producto euclidiano interior u - v cuando:

a) u=(-1,3),v=(7,2)

b) uw=(3,7,1),v=(-1,0,2)

¢) u=(1,-1,2,3),v = (3,3,—6,4)
d) u=(1,3,2,6,—1),0 = (0,0,2,4,1)

10. Halle la distancia euclidiana entre v y v cuando:

2,—1),v=(3,2)

2,0,1,3),v (—1,4,6,6)

Espacios Vectoriales.

En los ejercicios 1 al 14 se da un conjunto de objetos junto con las operaciones de

adicion y multiplicacién escalar.  Determine cudles de los conjuntos son espacios vecto-
riales bajo las operaciones dadas.  Para aquéllos que no lo son, liste todos los axiomas
que no se cumplen.

1. El conjunto de todas las ternas de numeros reales (z,y,z) con las operaciones

(z,y,2)+ (2, ¢, 2) = (x+ 2", y+v,2+2) y k(z,y,2) = (kzx,y, 2)
(

. El conjunto de todas las ternas de numeros reales (z,y,z) con las operaciones
(z,y,2) + (2, ¥, 7)) = (@ + 2",y +y, 2 +2) y k(z,y,2) = (0,0,0)
)

. El conjunto de todas las parejas de ntimeros reales (x,y) con las operaciones (z,y) +
(@"y) = (@ + 2"y +¢) y k(z,y) = (2kz, 2ky)

. El conjunto de todos los ntimeros reales x con las operaciones estandar de adicion
y multiplicacién.

. El conjunto de todas las parejas de niimeros reales de la forma (x,0) con las opera-
ciones estandar sobre R2.

. El conjunto de todas las parejas de numeros reales de la forma (x,y), en donde
x > 0, con las operaciones estandar sobre R2.
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7. El conjunto de todas las n—adas de ntiimeros reales de la forma (x,z,--- ,z) con las
operaciones estandar sobre R”.

8. El conjunto de todas las parejas de niimeros reales (x,y) con las operaciones (x, y) +
(@ y)=(x+2+Ly+y +1)y k(z,y) = (kz, ky).

9. El conjunto de todos los ntimeros reales positivos x con las operaciones = + x’' = z2’

(i)

y kx = x".
con la adicion matricial y la multiplicacion escalar.

(6 2)

con la adicion matricial y la multiplicacion escalar.

10. Sea M5(K) de la forma:
11. Sea M5(K) de la forma:

12. EI conjunto de todas las funciones con valor real f definidas en todo punto sobre la
recta real y tales que f(1) = 0, con las operaciones definidas (f+g)(z) = f(x)+g(z)

v (6f)(@) = kF(z)
(a3

13. Sea My(K) de la forma:
con la adicion matricial y la multiplicacion escalar.

14. El conjunto cuyo unico elemento es la luna. Las operaciones son la luna + luna =
luna y k(luna)=luna, en donde k es un ntimero real.

Subespacios.

1. Cuales de los siguientes son subespacios de R?

a) todos los vectores de la forma (a,0,0)

b) todos los vectores de la forma (a,1,1)

c¢) todos los vectores de la forma (a,b,c), en donde b =a + ¢

d) todos los vectores de la forma (a, b, c), en donde b =a+c+ 1
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2. Cuéles de los siguientes son subespacios de M(Z)

a) todas las matrices de la forma

b) todas las matrices de la forma
a b
c d
en donde a +d =0

c) Si A € My(K) tales que A = AT
d) Si A € My(K) tales que det(A) =0

3. Cuales de los siguientes conjuntos son subespacios de P;

a) todos los polinomios ag + a;x + asx? + azx® para los que ay = 0

b) todos los polinomios ag + a1z + asz? + azz® para los que ag + a; + as +az = 0

¢) todos los polinomios ag + a1x + asx? + azx® para los que ag, ay, as, a3 € Z
)

d

todos los polinomios de la forma ag+ aqx, en donde ag y a; son nimeros reales.

4. Cuales de los siguientes son subespacios del espacio de todas las funciones con valor
real, f, definidas sobre la recta real.
a) todas las f tales que f(x) < 0 para todo x.
b) todas las f tales que f(0) =0
c) todas las f tales que f(0) =2
d)
e) todas las f de la forma ki + kasen(z), en donde ky, ks € R

todas las funciones constantes.

5. Cuadles de las siguientes son combinaciones lineales de u = (1, —1,3), y v = (2,4, 0)?

a

()

(9

) (3
) (4,
) (1
d) (0

6. Exprese los siguientes como combinaciones lineales de u = (2,1,4),v = (1,—1,3) y
w = (3,2,5).
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a) (5,9,5)
b) (2,0,6)
c) (0,0,0)
d) (2,2,3)

7. Exprese los siguientes como combinaciones lineales de p; = 2 4+ o +42%,py = 1 —

x+ 322y p3 = 3+ 2w + 5z

5+ 9x + 5x?
2 + 622

0
b)
c) 0
d) 2+ 2x + 32?2

8. (Cuales de las siguientes son combinaciones lineales de

1 2 0 1 4 =2
= pu— = {?
=Gl a)re=(o o)

)
0 (5 o)

9. En cada inciso determine si los vectores dados generan a R3

a) v = (1,1 ) =(2,2,0),v3 = (3,0,0)

b) v = (2, ) = (4,1 2) — (8,-1,8)

c) vy = (3, ) (2,—3 5),v3 = (5,—2,9),vs = (1,4, 1)
d) v1 =(1,3,3),v2 = (1,3,4),v3 = (1,4,3),vy = (6,2,1)

10. Determine si los siguientes polinomios generan a P,

pr=1+2r —2% po=3+2% p3=5+4x — 2% py = -2+ 22 — 222
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Dependencia e Independencia Lineal.

1. Dé una explicacién de por qué los siguientes conjuntos de vectores son linealmente
dependientes. (Resuelva este problema por simple observacion.)

a) up = (1,2) y ug = (—3,—6) en R?
b) ur = (2,3),us = (—5,8),uz = (6,1) en R?
) pp=2+3x—a®yp,=6+9z -3z en P,

d) A= (; (3)) y B = (:é _03) en My (R)

2. Cuales de los siguientes conjuntos de vectores en R? son linealmente dependientes?

a) (2,-1,4),(3,6,2),(2,10,—4)

b) (3,1,1),(2,—1 5),(4,0,-3)

c) (6,0,—-1),(1,1,4)

d) (1,3, 3) (0,1,4),(5,6,3),(7,2,—1)

3. ;Cuéles de los siguientes conjuntos de vectores en R* son linealmente dependientes?

a) (1,2,1,-2),(0,-2,—2,0),(0,2,3,1), (3,0, —3,6)
b) (4,—4,8,0),(2,2,4,0),(6,0,0,2), (6,3, —3,0)

¢) (4,4,0,0), (0 ,0 6, 6) (—5,0,5,5)

d) (3,0,4,1),(6,2,—1,2),(~1,3,5,1),(=3,7,8,3)

4. jCuales de los siguientes conjuntos de vectores en P, son linealmente dependientes?

a) 2 —x+42°% 3+ 62 + 22%,2 + 10z — 422

b) 3+x+2%2— 1+ 5224 — 32°

¢) 6 —22 1+ z+ 42?

d) 1+ 3z + 32,z + 42,5+ 62 + 32%, 7 + 2z — 22

5. Sea V el espacios vectorial de todas las funciones con valor real definidas sobre

la recta real completa. ;Cudles de los siguientes conjuntos de vectores en V' son
linealmente dependientes?

a) 2,4sen*(z), cos? ()

b) x,cos(x)
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10.

1, sen(x), sen(2z)
cos(2x), sen?(x), cos®(x)
(1+2)% 2%+ 22,3
0,z, 22
Supéngase que v;,vs v v3 son vectores en R3 que tienen sus puntos iniciales en el
origen. En cada inciso, determine si los tres vectores estan en un plano.

a) vy = (1,0,-2),v = (3,1,2),v3 = (1,—1,0)

b) v = (2,-1,4),v = (4,2,3),v3 = (2,7, —6)

. Supdngase que vy, vy y v3 son vectores en R? que tienen sus puntos iniciales en el

origen. En cada inciso, determine si los tres vectores estan en la misma recta.

a) V1 = (37 _679)7U2 - (27 _476)7U3 - (]-7 17 1)
b) v = (2, —1,4),1)2 = (4,2,3),?]3 = (2, 7, —6)
c) vy = (4,6,8),v = (2,3,4),v3 = (=2, -3, —4)

. Para cuédles valores de A los vectores que siguen forman un conjunto linealmente
dependiente en R3?

1 1 1 1 1 1
V1 = ()\7 S __)7U2 = (_57)\7 __)71}3 = (__ I )\)

2 27 2

Sea V el espacio vectorial de las funciones con valor real definidas sobre la recta real
completa. Si f,g y h son vectores en V', las cuales son doblemente diferenciables,
entonces la funcién w = w(x) definida por

f(x) g(x)  h(z)
wz) = | f'(x) g'(x) h(x)
f"(x) g"(x) h'(x)

se conoce como wronskiano de f,g y h. Pruebe que f,g y h forman un conjunto
linealmente independiente si el wronskiano no es el vector cero en V' (es decir, w(z)
no es idénticamente cero).

Utilice el wronskiano para demostrar que los siguientes conjuntos de vectores son
linealmente independientes.

a) 1,z,e”

b) senx,cosx,rsenx
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c) e, xe®, x?e®
2
d) 1,z,z
Base y Dimension.

1. Dé una explicacién de por qué los conjuntos siguientes de vectores no son bases
para los espacios vectoriales que se indican. (Resuelva este problema por simple
observacién).

(17 2)7“2 = (0,3),U3 = (27 7) para R?
up = (—1,3,2),us = (6,1,1) para R3
1+x+2a%p,=x—1para P,

o) e (B e (7)) oG

a) (2,1),(3,0)
b) (4,1),(~7,—8)
¢) (0,0),(1,3)

d) (3,9), (—4,—12)

3. ;Cuéles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R3?

a) (1,0,0),(2,2,0),(3,3,3)

b) (3,1, -4),(2,5,6), (1, 48)
c) (2,-3,1),(4,1,1),(0,—7,1)
d) (1,6,4),(2,4, 1), (—1,2,5)

4. jCuales de los siguientes conjuntos de vectores son bases para P,?

a) 1—3x+222% 1+x+422 1—7Tx

b) 4+ 6x + 2%, —1+4x + 222 5+ 2z — 2?
¢) 1+x+2% x+a2 22

d) —4+x+ 322 6+ 5x+22% 8+ 4dx + 22
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10.

11.

12.

13

Demuestre que el conjunto siguiente de vectores es una base para Ms(R).

G () (e D) (B3

Sea V el espacio generado por v; = cos’x, v = sen’x, v3 = cos(2x
9 9

a) Demuestre que S = {v1,v9,v3} no es una base para V

b) Halle una base para V.

En los siguientes 6 ejercicios, determine la dimension del espacio de soluciones del
sistema que se da y encuentre una base para él.

T + Ty — X3 = 0
—2.%'1 — X9 -+ 2£L'3 =0
—X1 + x3 = 0
3371 + X2 + X3 + 24 =0
5ZE1 — X9 -+ T3 — X4 =0
T1 — 4562 + 3%3 - Xy = 0
200 — 8wy + 6wz — 224 = 0
T1 — 3562 + x3 = 0
2ZE1 — 6(132 + 2133 = 0
3I1 — 9ZL‘2 + 31’3 =0
2[)31 + x9 + 31’3 =0
T + 5l‘3 = 0
To + X3 = 0
r + y 4+ z =0
3r + 2y — 2z = 0
dr + 3y — z =0
6z + S5y + z = 0

. Determine las dimensiones de los siguientes subespacios de R*

a) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢, 0)
b) Todos los vectores de la forma (a,b,¢,d), en donded=a+byc=a—b

c¢) Todos los vectores de la forma (a,b, ¢, d), en donde a = b = ¢ = d.
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14.

15.

Determine la dimensién del subespacio del subespacio de P3 que consta de todos los
polinomios ag + a1z + asx? + asz3, para los cuales ag = 0

Sea {v1,v9,v3} una base para un espacio vectorial V. Demuestre que {uq,ug, us}
también es una base, en donde u; = vy, us = vy + V2 y uz = vy + V9 + U3

Coordenadas; Cambio de Base.

1.

Halle la matriz de coordenadas y el vector de coordenadas para w, con relacién a la
base S = {uy,us}

a) up = (1,0),us = (0,1);w = (3,—=7)

b) uy = (2,—4),us = (3,8);w = (1,1)

C) Uy = (17 1),U2 = (0,2),’11] = (a7b>

. Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para v, con relaciéon a

S == {UIJ Vg, 1)3}'
a) v=1(2,-1,3),v1 = (1,0,0),v3 = (2,2,0),v3 = (3,3, 3)
b) U= (57 _12’ 3)’ U1 = (]-7 27 3)7 Vg = <_47 5a 6>a V3 = (77 _87 9)
Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para p, con relacion a

S = {p17p27p3}'

a) p=4—3x+a>pr=1,ps = x,p3 = 2°

b) p:2_x+$2ap1:1‘|‘$ap2:1+1’271’3:$+x2

Halle el vector de coordenadas y la matriz de coordenadas para A, con relacion a
S - {Ab A27 A37 A4}

2 0 -1 1 11 0 0 0 0
=G (o) =) 4= 0) 2=(0)
Considere las bases B = {uy,us} y B’ = {vy,vo} para R?, en donde

oo ) o [ o2

a) Halle la matriz de transicién de B hacia B'.

b) Calcule la matriz de coordenadas [w]p, en donde

o= 13

y use [v]p = P[v]|p para calcular [w]g
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c¢) Verifique lo que se hizo, calculando [w]p/, directamente.

d) Halle la matriz de transicién de B’ hacia B.

6. Repita las instrucciones del ejercicio anterior con:

o[ w=[4) o= [ =[]

7. Considere las bases B = {uy, us,us} y B’ = {v1,v9,v3} para R3, en donde

-3 -3 1 —6 —2 —2
up =10 Uy = | 2 uz = | 6 vy = |—6| v9=|—-6]| v3=|-3
-3 -1 -1 0 4 7

a) Halle la matriz de transiciéon de B hacia B’
b) Calcule la matriz de coordenadas [w]p en donde
)
w= |8
)
y aplique [v]p = P[v]p para calcular [w]p

c¢) Verifique lo que se acaba de hacer, calculando [w]p: directamente.
8. Repita las instrucciones del anterior ejercicio con:

2
Uy = -1 Uz =
1

3 1 —1
V1 = 1 Vo = 1 V3 = 0
-5 -3 2

Uy =

— = DO
L

9. Considere las bases B = {p1,p2} y B’ = {q1, @2} para P;, en donde p; = 6+ 3x,ps =
104+ 22,1 = 2,00 =3+ 22
a) Halle la matriz de transicién de B hacia B'.

b) Calcule la matriz de coordenadas [p|p en donde p = —4 + z, y aplique [v]p =
P|v]|p para calcular [p]p

¢) Verifique los resultados obtenidos calculando [p]p directamente.

d) Halle la matriz de transiciéon de B’ hacia B.

10. Sea V el espacio generado por f; = senx y fo = cosx.
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a) Demuestre que g; = 2senx + cosx y go = 3cosx forman una base para V.
b) Halle la matriz de transicion de B = {fi, fo} hacia B’ = {g1, g2}

c¢) Calcule la matriz de coordenadas [h]p en donde h = 2senz — 5cosx y aplique
[v]p = P[v]p para obtener [h]p

d) Verifique los resultados obtenidos calculando [h]ps directamente.

e) Halle la matriz de transicién de B’ hacia B.
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CAPITULO 5

Espacios con Producto Interior.

5.1. Introduccion.

En esta seccién se introduce la nocién de un producto interior sobre un espacio vectorial
arbitrario.

Definicion.

Un producto interior sobre un E.V. V es una funcién que asocia un niimero real
(u,v) con cada pareja de vectores uy v en V

(,):VxV—->R
(u,0) = () (u,v) = (u,v)
de tal manera que se satisfacen los siguientes axiomas.
Yu,v,w e V,Vk € K
1. (v,v) >0
2. (v,vy=0 & v=0
3. (u,v) = (v,u)
A

u+v,w) = (u,w) + (v, w)
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5. (ku,v) = k{u,v)

Un espacio vectorial con un producto interior se conoce como espacio de productos
interiores.

Observacién.

Los axiomas 4 y 5, se puede resumir, de la siguiente manera:
(u, kv +w) = k{u,v) + (u,w)

Proposicién.

Sea V un E.V. con producto interior, entonces:

1. (0,v) = (v,0) =0

2. (u,v+w) = (u,v) + (u, w)

3. (u, kv) = k{u,v)
Ejemplo.

Sea u = (ug, ug, ..., Up),v = (v1, Ve, ...,v,) € R" y k € R. Entonces:

(u,v) = uvy + Ugvy + - - - + UV, (5.1)

Veamos que define un producto interior

1.
(u,u) = ugug + ugg + -+ + + Uy,
=uf+uz+---+ul >0
(u,u) >0
2.
(u,u) =0 & uf +us + -+ +ul
SUu=uU = -=uU, =0
de donde
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(U, v) = ugvy + Uy + - - + ULy
= VU] + VoUo + + -+ + UpUy

= <'U7u>

(u,v) = (v, u)

(u, kv + w) = uy (kv + wy) + ua(kvy + wo) + -+ - + wp(kvy, + wy)
= kuyvy + kugva + - - - 4+ kupvn, + uwy + ugwy + - - -+ upwy,
= k(u1vy + ugvg + -+ - + upvy) + (uwy + ugws + - - - + upwy,)
= k(u, v) + (u, w)
(u, kv +w) = k{u,v) + (u, w)

(1) define un producto interior en R™,
este producto interior se denomina
producto interior euclidiano.

Ejemplo.
Siu = (uy,uz),v = (v1,v2) € R? entonces:
(u,v) = 3uv; + 2usvy (5.2)
define un producto interior.

Pues:

(u,u) = 3u? + 2u3 > 0

—_

2. (,u) =03 +2ui =0 u; =uy =0
3. (u,v) = 3ugv1 + 2ugve = 3viuy + 2v9us = (v, u)
4

. Probaremos
(u, kv +w) = k{u,v) + (u,w)

(u, kv + w) = 3uy (kv + wy) + 2us(kve + ws)
= 3ur kv, + 3ugwy + 2uskvy + 2uswo
= k(3ujv; + 2uqvy) + 3ujwy + 2ugws
= k{u,v) + (u,w)

. (52) define un producto interior.
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Observacién.

El producto interior de este ejemplo es diferente del producto euclidiano interior sobre
R2. Esto indica que un E.V. puede tener mas de un producto interior.

Ejemplo.

SiU = [“1 “2] vV

us Uy

sobre M;(R)

= [21 22] . La formula que sigue define un producto interior
3 U4

<U7 V) = U101 + UgV2 + U3V3 + U4y

En efecto:
1. (U,U) > 0 pues u? + u3 +u? +uj >0
2. (UU)=0 W +ud+ui+ui=08u =uy=u3=1uy =0

3. (U, V) = uqv1 + ugvs + uzvs + ugvg = viug + veus + v3ug + vguy = (V,U)

4.
<U, ]{IV -+ W> = U1<I{7’U1 —|— U)l) -+ UQ(I{ZUQ —+ wg) —|— U3(k3’U3 + U}3) + U4(l€U4 + UJ4)
= k(uwl “+ Uy + U3v3 + U4U4) -+ (u1w1 + UgWoy + U3Ws3 -+ u4w4)
= kU, V) + (U W)
Ejemplo.
. 1 2 -1 0
i U — {3 4}, - [3 2}
entonces:
(UV)=1-(-1)+2-0+3-3+4-2=16
Ejemplo.

Sip=ay+ax+ax?, q=by+bx+ b’ e P

Entonces
(p,q) = aoby + a1by + azby

es un producto interior sobre Ps.
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Ejemplo.
Sea p =p(z), q=q(x)en P,
Entonces: ,
.a) = [ pladata)ds (53
donde a,b € R con a < b

Pruebe que (53) define un producto interior sobre P,.

= [P p(a)p(x)dz = [*[p(x)Pdz > 0 <= [p(x)]> >0 Va
2. <pp>—0<:>f r)Pdr =0<=p(z) =0 Va<z<bh
= [?p(x)q(x)da = [ q(x)p(x)dz = {(q.p)
4.
kot )= [ plkate) + s(al
K / b)) + / ' p(a)s(a)dr
= k{p,q) + (p, 5)
(53) define un producto interior sobre P,
Definicion.

Diremos que dos vectores son ortogonales si su producto interior es cero,
ie. Siwu,v € V son ortogonales si, y sélo si (u,v) =0

6 ulve (u,v)=0

Ejemplo.
» Los vectores (1,2) L (—=2,1)
Pues ((1,2),(=2,1)) =1-(-2)+2-1=0
» El vector (2,1) no es perpendicular a (3,2)
Pues ((2,1),(3,2)) =2-3+1-2=8#0
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Ejemplo.

Sea u = (1,-2,3),v = (0,1,2).

Hallar un vector que sea ortogonal a u y v.

Solucion.

Sea (r,y,2) € R? tal que ((z,y,2),(1,-2,3)) =0y ((x,9,2),(0,1,2)) =0
ie.

r—2y+32=0

y+22=0
resolviendo se tiene:
r =Tt
y=—2
z=1 vVt e R

si t =1, entonces (—7,—2,1) es ortogonal a u y v.

Ejemplo.
Sea S C V (V Espacio con producto interno).

El complemento ortogonal de S denotado por S* es:
St={ueV/{u,v) =0 Yve S}
Probaremos que S+ es S.E. de V.
1. Obviamente 0 € S+

2. Sea u,v € St = (u,w) =0y (v,w) =0
Pd. (u+v,w) =0

Tomese
(u+v,w) = (u,w)+ (v,w)y =0+0=0

3. Sea k un escalar y u € S+
P.d. (ku,v) =0

tomese
(ku,v) = k{u,v) =k-0=0

S+ esun S.E. de V.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



5.1. INTRODUCCION. 151

Ejemplo.

Hallar una base del S.E. u* en R?, siendo u = (1,3, —4)
Solucion.
Notar que ut esté formado por todos los vectores (x, v, 2) tales que:

<($7 Y, z): (17 3, _4)> =0

6
r+3y—4z=20
Seay=t,t=r=x=4r—3t donde t,r € R
x dr — 3t 4 -3
ie. |yl = t =r (0] +¢|1
z r 1 0
Los vectores {(4,0,1),(—3,1,0)} constituyen una base del espacio solucién de la ecua-

cién y por ende una base de u*.

Definicion.

Un conjunto de vectores S en V' se dice ortogonal si cada par de vectores en S lo
son, y S se dice ortonormal si es ortogonal y cada vector de S tiene longitud uno.

ie.
» S ={uy,us, - ,u.} es ortogonal, si (u;, u;) =0 para i # j
- . | 0 parai#j
» S={uy,us,---,u,} es ortonormal si (u;, u;) = { | parai— j
Observacion.

1. La expresién normalizar un conjunto ortogonal S de vectores, se refiere al proceso
de multiplicar cada vector de S por el inverso de su longitud con el fin de transformar
S en un conjunto ortonormal de vectores.

2. Si S es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, entonces S es L.I.

3. Sea S = {uy,us, - ,u,} un conjunto ortogonal de vectores, entonces:

w4+ ug+ - +u P=u [P+ ue P4+ | u |
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Ejemplo.
1. Sea S = {ey, ez, e3} (base usual de R?)
Entonces:
(e1,e2) = (eq,e3) = (ea,e3) =0
y

(e1,€1) = (e2,€2) = (e3,e3) = 1
Asf S es una base ortonormal de R3.
En general, la base usual de R™ es ortonormal para todo n.
2. Consideremos el conjunto S de vectores en R*
S ={u,v,w} donde u=(1,2,-3,4),v =(3,4,1,-2) y w = (3,-2,1,1)
Notemos que:
(u,v) =0, (u,w)=0, (v,w)=0

Asi S es ortogonal.

Normalizamos S para conseguir un conjunto ortonormal.

Para ello, primero encontremos:
o [ |P= (uu) =12+ 274 (=3)2 + 42 =30
o v []P= (v,v) =32 +42 + 12 + (—2)? = 30
o w PP=(w,w) =32+ (-2 + 12+ 12 =15

Asi:
I u 1 2 3 4
" = = (G Vo~ vaor Vo)
e == (B AL 2
ol — \V30" V30 VB0© V30
I w o _ (3 __2
= ' =y = O v vE ve)

Donde {u/,v',w'} es un conjunto ortonormal de vectores (deseado).

Notemos que:
lut+v+w|*=7+4>+(-1)*+3> =75

lwl?+|v]*>+]w|*=30+30+15="75
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donde u +v+w = (7,4, -1, 3)

Sollut vt w P P+ o 1P+ (]

5.2. Angulo entre dos vectores.

Sea u v v dos vectores diferentes de cero en los espacios bidimensional o tridimensional
y supongase que se han situado estos vectores de modo que sus puntos iniciales coincidan.
Se dira que el angulo entre u y v es el angulo 6 determinado por u y v que satisface
0<o<nm

Definicion.

Si u y v son vectores en los espacios bidimensionales o tridimensionales y 6 es el angulo
entre u y v, entonces el producto escalar (punto) o producto euclidiano interior
u - v se define por:

Ry |ul/[|v]| cos@ siu#0ywv#0
e 0 siu=006v=0

u

/6 NG .

IS
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Ejemplo.

0,2,2)

(0,0,1)

- ;:_\)“_ R 92450

X

El 4ngulo entre los vectores u = (0,0,1) y v = (0,2,2) es de 45°. Entonces:

u-v = ||[ull|[v] cos@ = (V02 + 02 + 12)(/02 + 22 + 22)( =2

L)
V2
Observacion.

Note que si u = (ug,us,u3) y v = (v1,v2,v3) dos vectores diferentes de cero. Si 6 es
el angulo entre u y v, entonces por la ley de cosenos se tiene:

—
IPQI* = llull* + [lv]l* = 2[Jul|[|v]| cos &
Z

P (u]_ 7u2 7u3 )

u

0 v Q (Vl 7V2 ,Vs)

Y
X
Como ﬁ) = v — u, entonces se tiene:
lv = ull® = llull* + olI* = 2l|ull[lv]| cos &
0
[ullllv]l cos & = %(HUH2 vl = v —ull?)
0

1
w-v = S(llul® + ol = [lv = ul*)
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Como
lul* =} +ud+ud vl = v} +vf + 03

v — U”2 = (v — U1)2 + (vg — u2)2 + (v3 — u3)2

reemplazando a la anterior ecuacién se tiene:

UV =uvy + UV + uzvs (= (u,v))

Ejemplo.

Considérense los vectores u = (2, —1,1) y v = (1,1,2). Héllese u-v y determinese el
angulo 6 entre u y v. Solucion.

v =ugv; + ugvs + ugvs = (2)(1) + (=1)(1) + (1)(2) =3
También ||u|| = |lv|| = v/6, de modo que:
U -V 3 1

lullloll ~ VBvE 2

cosf =

de donde: 4 = 60°

Ejemplo.
Hallar el angulo entre una de las diagonales de un cubo y una de sus aristas.
Solucion.-

Sea k € R tal que k # 0, donde k es la arista del cubo, en coordenadas cartesianas, se
tiene:

Uy = (k7070)7 Uy = (07k70)7 Uz = (0707k)

z
(0,0,k)
U3 Kk
up
w /6 7(0,k,0) %
(k,0,0)

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



5.2. ANGULO ENTRE DOS VECTORES. 156

de donde, el vector

d= (k,k,k) = Uy + us + us
es una diagonal del cubo. El angulo 6 entre d y la arista u; satisface:
Uuy - d <U1, d> kQ 1

Fallldll — Taallldl] — ()(V3R2) V3

cosf =

De donde: )
~1 044/
=cos (—=) ~ h4"'44
(75)
El teorema que sigue muestra como puede usarse el producto escalar para obtener infor-
macién acerca del angulo entre dos vetores; también se establece una importante relacién

entre la norma y el producto escalar.

Teorema.

Sean u y v vectores en el espacio bidimensional o en el tridimensional.

Lov-v=(v,0) = o]

2. Si u y v son vectores diferentes de cero y 6 es el angulo entre ellos, entonces:

6 es agudo si y sélo si (u,v) >0
6 es obtuso si y sélo si (u,v) <0
0 =73 siysélosi(u,v) =0
Demostracion.
1. Como el angulo 6 entre v y v es 0, se tiene:
I I

(v,0) = |[v[lllv]| cos & = [Jv]| cos 0 = [|v

2. Sea |lul| > 0,]|v|| > 0y (u,v) = ||lul|||v|| cos @, entonces (u,v) tiene el mismo signo
que cosf. Suponiendo que 6 satisface 0 < 6 < 7, el angulo 0 es agudo si y soélo si
cost) > 0, 6 es obtuso si y solo si cost) <0y 6 = 7 siy solosicost =0

Ejemplo.
Siu=(1,-2,3),v=1(-3,4,2) y w = (3,6, 3), entonces:
(u,v) = (1)(=3) + (=2)(4) + (3)(2) = =5
(v, w) = (=3)(3) + (4)(6) + (2)(3) = 21
(u,w) = (1)(3) + (=2)(6) + (3)(3) = 0

Asi, u y v forman un angulo obtuso, v y w forman un angulo agudo y v y w son perpen-
diculares.

+
+
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5.3. Proyecciones.

El producto escalar es til en problemas en los que se tiene interés en “descomponeriin
vector en una suma de vectores perpendiculares. Si u y v son vectores diferentes de cero
en el espacio bidimensional o en el tridimensional, entonces siempre es posible escribir «
como:

U = Wi + Wy

en donde w; es un multiplo escalar de v y wsy es perpendicular a v

Wa u w U U Wy

Wy v v Wq wy v
Para ello antes enunciemos lo siguiente:

Teorema.

Si S = {vy,v9,...,u,} es una base ortonormal para un espacio de productos interiores
V' v u es cualquier vector en V', entonces:

U= <U,'U1>’Ul + <U,'U2>’U2 Tt <U,Un>’l]n
Demostracion.-

Como S = {vy,vs, ...,v,} es una base, un vector u cualquiera en V' se puede expresar
de la forma:
u = kv + kova + - - - + kv,

Por demostrar que k; = (u,v;) para i = 1,2,...,n. Para cada vector v; en S se tiene:
(u,v5) = (k1v1 + kovy + - - - + kpvp, vi) = k1 (ur, vi) + ka(va, vi) + - - + Ky (v, v3)
Ahora como S = {vy,vs, ...,v,} es un conjunto ortogonal, se tiene:

(v, v1) = |Jvil|* =1

Asi, se tiene que:
k"i = <u7 Ui>
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Ejemplo.

Sea
v = (0,1,0), vo = (—4/5,0,3/5), vs = (3/5,0,4/5)

Es facil comprobar que S = {v, v, v3} es una base ortonormal para R3, con el producto
euclidiano interior. Expresar el vector u = (1,1,1) como una combinacién lineal de los
vectores en S.

Solucion.-

(u,v1) =1 (u,v9) = —1/5 (u,v3) =7/5
De donde, por el teorema anterior, se tiene:

1 7
U= — U2+ —U3

5 )

A partir de este ejemplo, debe ser evidente la utilidad del teorema anterior, si se tiene
presente que, para las bases no ortonormales, por los comin es necesario resolver un
sistema de ecuaciones para expresar un vector en términos de una base.

Teorema.

Si S = {v1,v9,...,0,} es un conjunto ortogonal de vectores diferentes de cero en un
espacio de productos interiores, entonces S es linealmente independiente.
Demostracion.-
Sea
k11)1+k321}2+"'+kn1)n:0

Para demostrar que S = {vy, v9, ..., v, } es linealmente independiente, se debe probar que
klzkgzzk‘n:o

Note que para cada v; en S, se tiene:

<k’11)1 + kQUQ + -+ kn”n) = <07 Ui> =0

ki{v1,v;) + ko(ve,v;) + -+ + kp(vp,v;) =0

Como S es ortogonal, se tiene que:
(vj,v;) =0 cuando j # i

Asi la ecuacion se reduce a:

ki <UZ‘.U1‘> =0
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Como los vectores de S son diferentes de cero, entonces (v;,v;) # 0, de donde k; = 0.
Como el subindice ¢ es arbitrario, se tiene:

ki=ky=---k,=0
Asi S es L.L

Ejemplo.
Es claro que:
v1 = (0,1,0), v =(1/v2,0,1/v2), vs=(1/v2,0,-1/V/2)
forman un conjunto ortonormal con respecto al producto euclidiano interior sobre R3.
Por el teorema anterior, estos vectores forman un conjunto linealmente independiente. A
la vez, como R? es tridimensional, S = {vy, v, v3} es una base ortonormal para R3.

Teorema.

Sea V' un espacio de productos interiores y {vy, v, ..., v, } un conjunto ortonormal de
vectores en V. Si W denota el espacio generado por vy, vs, ..., v, entonces todo vector u
en V se puede expresar en la forma:

U = Wy + Wa
en donde w; estd en W y w, es ortogonal a W al hacer

wy = (u, v1)vy + (u, va)vg + -+ - + (u, v, )v,

Wy = U — <U, U1>U1 - <'U,, U2>U2 - <u7UT>UT

Con la motivacion de la figura, a w; se le da el nombre de proyeccién ortogonal de
u sobre W y se denota por

proywu

El vector wy = u—proyy u se conoce como componente de v ortogonal a W.

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



5.4. PROCESO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM - SCHMIDT 160

Ejemplo.

Supéngase que R? tiene un producto euclidiano interior y que W es el subespacio
generado por los vectores ortogonales v; = (0,1,0) y vo = (—4/5,0,3/5). La proyeccién
ortogonal de u = (1,1, 1) sobre W es:

proywu = (u, v1)vr + (U, v2)v
= (1)(0,1,0) + (—1/5)(—4/5,0,3/5)
= (4/25,1, —1/25)

El componente de u ortogonal a W es:
u—proywu = (1,1,1) — (4/25,1,-3/25) = (21/25, 0, 28/25)

Observe que u — proywu es ortogonal tanto a v; como a vy, de manera que este vector es
ortogonal a cada vector en el espacio W generado por vy y v9, como debe ser.

Us-Proyy, Us

Uy i m

proyW1 Us,

5.4. Proceso de Ortogonalizacién de Gram - Schmidt

Supongamos que {vy, vq, -+ ,v,} es una base de un espacio con producto interno V.
Podemos construir una base ortogonal {wy,ws, -+ ,w,} de V como sigue:
Tomemos:
w1 = V1
<U27 'lU1>
Wz = V2 — 1
[ wy |2
Wa = <U3,’LU1> <U37w2>
3 3 — - 2
[ we |2 | we |2
<Un7 w1> <UTL7 w2> <Un; wn—l)
Wy = Uy — wy — Wy — " — ———————— W, 1
N (RO | wa |2 (R

Esta construccién, es el proceso de ortogonalizaciéon de Gram - Schmidt.
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Observacién.

1. {wy,ws, -+ ,w,} forma una base ortogonal de V.
2. La normalizacion de cada w; proporcionara una base ortonormal de V.
3. Cada vector w; es C.L. de vq,va, - ,v,.

4. El proceso de Gram - Schmidt sobre los w; conducen a una base ortogonal.
Ejemplo.
Considere el S.E. U de R* generado por:
vy = (1,1,1,1), vy =1(1,2,4,5), v3=(1,-3,—4,—-2)

Hallemos una base ortonormal de U, encontrando primero una base ortogonal mediante
el algoritmo de Gram - Schmidt.

Para ws
<U2,w1> 12
— —w; =(1,2,4,5) — —(1,1,1,1
v2 H wl ||2w1 ( b ) ) ) 4 ( ) ) ) )
=(-2,-1,1,2)
wy = (—2,-1,1,2)
Para ws
(v, wr) (vs, wa) —8 -7
VU3 — 1= wy = (1,-3,-4,-2) — —(1,1,1,1) — —(-2,-1,1,2)
| wi || | ws || 4 10
B (8 _17 _13 7)
Y57 107 1075
(8 17 13 7>
w _— —_ —— — =
P75 100 1075

Ast {wy, w2, w3} es una base ortogonal de U.
Normalizando la base ortogonal.
Como:

o [lw [P=4

= [l w |*=10
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= [lws [P= 15
Ast:
= uy =3(1,1,1,1)
.Uy = =(-2,-1,1,2)

_ /10,8 17 13 7y 1
= ug = V(5 — 10, — 19, 5) = (16, —17, —13,14)

Ast {uy,us,u3} es una base ortonormal de U.

Ejemplo.

Considere es E.V. R3 con el producto euclidiano interior. Apliquese el proceso de
Gram - Schmidt para transformar la base:

v = (17 17 1)7 Vg = (07 1a 1)7U3 - (07 07 1)
es una base ortonormal.

Ejemplo.

Sea V el E.V. de los polinomios f(¢) con producto interno

(f,g) = / e

aplicamos el algoritmo de Gram - Schmidt al conjunto {1,¢,#2 3} para obtener una base
ortogonal { fo, f1, f2, f3} con coeficientes enteros, del S.E. U de los polinomios de grado <

3.
1 thrl
(") :/ frdt =
1 n + 1

1 2
_ ) i mespar
0 n es impar

-1

donde r+s=mn

Solucidn.
Sea fo =1
Para f;
(t,1) 0
t— L l=t— - 1=t
[ 2
fi=t
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Para fs.
2 (1) (&t a3 0
IR CAE R
:t2_§
f2=t2—%
Para f3
p (B0 B0 AR 0 8 00, 1
1] It 1 |25 |2 2 53 3
3
:t?’—gt
f3=t3—§t

Ast {1,t,t% — %,tz — gt} es una base ortogonal de U.

5.5. PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Siu= (u,uz) y v = (vq,v2) son vectores de R?  entonces:
(u,v) = 3uivy + 2u1v;

Encuentre (u,v), si:

a) u=(2,—-1),v=(-1,3)
b) u=(0,0),v=(7,2)

c) u=(3,1),v=(-2,9)
d) u=(~3,6),v = (—3,6)

2. Repita el ejercicio 1, aplicando el producto euclidiano interior sobre R?

U — |:U1 U2:| V= {01 U2:|
U3z Uy V3 U4
son dos matrices cualesquiera en Ms(R), entonces (U, V') = w301 + ugvs + ugvs + ugvy
define un producto interior sobre Ms(R), encuentre (U, V') si:

3. Si
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o3 v

3 5 5 5
1 3 4 6
=153 v=lo
4. Si
p:a0+a1x—l—a2x2 q:bo+b1x+bga¢2

dos vectores en P, donde (p, ¢) = agbg+ a1b; + asbs define un producto interior sobre
P, hallar (p, q) si

)
b)

—1+ 22 — 22 q=2— 4x*
—3+ 2z + 22 q=2+4x — 22?

p

p

5. Sean u = (uj,uz) y v = (v1,v). Demuestre que las siguientes expresiones son
productos interiores sobre R?

a) {u,v) = 6uvy + 2ugvy
b) (u,v) = 2uivy + ugvy + ugve + 2uzv9

6. Sean u = (uj,us,u3) y v = (v1,v9,v3). Determine cudles de las expresiones si-
guientes son productos interiores sobre R®. Para las que no lo sean, liste los axiomas
que no se cumplen.

a) (u,v) = ujv; + uzvs
b) (u,v) = uv} + uivi + uiv’
c) (u,v) = 2ujvy + ugvy + 4ugvs
d) (u,v) = ujv; — ugvy + uzvs
7. Sea U = {“l } V= [“l ”2}
Us Vs U4

Determine si (U, V') = ujv1 + ugv3 + ugvs + 140, €s un producto interior sobre My (R)

8. Sean p = p(z) y ¢ = ¢(x) polinomios en P». Demuestre que (u,v) = p(0)q(0) +
p(1/2)q(1/2) + p(1)g(1) es un producto interior sobre P,

9. Verifique la desigualdad de Cauchy-Schwarz 7 (u,v)? < (u,u)(v,v)”, para:
a) u=(2,1) y v =(1,-3), aplicando el producto interior del ejercicio 1.

b) U= {_61 ﬂ yV = [é g] aplicando el producto interior del ejercicio 3.
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¢) p=1+2x+ 2%y q=2— 422, aplicando el producto interior del ejercicio 4.

10. Pruebe que si (u,v) es cualquier producto interior y k es un escalar cualquiera,
entonces (u, kv) = k{u,v).

11. Sean c¢1,cy vy c3 numeros reales positivos y suponga que u = (uj,ug,u3) y v =
(v1,v9,v3). Demuestre que (u,v) = cu1v1 + causvs + csuzvs es un producto interior
cobre R?

12. Sean ¢y, ca, ..., ¢, numeros reales positivos y suponga que u = (uq, Uz, ..., Uy) ¥ UV =
(vl, Vg, vuey vn). Demuestre que (u, v) = U101 + CoUaVs + - - - + CpU, v, €s un producto
interior sobre R"

13. Aplique el producto interior
1
.0 = [ Pl
-1
para calcular (p,q) para los vectores p = p(z) y q = ¢(x) en Ps.
a) p=1—x+2*+523 q=1x — 3z°
b) p=x — b’ q=1+ 322

14. Aplique el producto interior

WQIKf@M@M

a fin de calcular (£, g) para los vectores £ = f(x) y g = g(z) en C[0, 1]

a) £ = cos(2mx) g = sen(2mx)

b) f=ux g=e

c¢) f=tan(§r) g=1

15. Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. ;Cudles de los siguientes
forman conjuntos ortonormales?
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. ;Cudles de los siguientes
forman conjuntos ortonormales?

Suponga que P; tiene el producto interior del ejercicio 4. ;Cuales de los siguientes
forman conjuntos ortonormales?

)
b)

_ 2 12 2,1, 2.2 1,2 2.2
30 +32%, 5§30 — 325, 33T +3w
1 2

= wiN

L 1.2
,ﬁx+\/§x,$

Suponga que Ms(R) tiene el producto interior del ejercicio 3. jCudles de los si-
guientes forman conjuntos ortonormales?

oo [ |
ol b

— (L _ 1 — (2 3
Sean z = (\/ga \/g) yy= (\/%7 \/@)
Demuestre que {x,y} es ortonormal si R? tiene el producto interior (u,v) = 3ujv; +

2u9v,, pero no es ortonormal si R? tiene el producto euclidiano interior.

IR =
1

| — |
=
SN

1
— O

S wiv O
| I

—1

Demuestre que
u = (1,0,0,1),us = (—1,0,2,1),us = (2,3,3,—2),uq = (—1,2,—1,1)

es un conjunto ortogonal en R* con el producto euclidiano interior. Normalizando
cada uno de estos vectores, obtenga un conjunto ortonormal.

Hallar el angulo 6 entre u y v para:

a) u=(1,2),v = (6,—-8)

b) u=(-7,-3),v=(0,1)

c) u=(1,-3,7),v=(8,-2,-2)
d) u=(-3,1,2),v = (4,2,—5)

Determine si u y v forman un angulo agudo, un dngulo obtuso o son ortogonales.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.

a) u=(7,3,5),v =(-8,4,2)
b) u=(6,1,3),v = (4,0, —6)
c) u=(1,1,1),v = (-1,0,0)
d) u=(4,1,6),v = (=3,0,2)

a) u=(2,1),v=(-3,2)

b) u=(2,6),v=(-9,3)

c) u=(-7,1,3),v=(5,0,1)
d) w=(0,0,1),v = (8,3,4)

Hallar dos vectores de norma 1 que sean ortogonales a (3, —2).

Use vectores para hallar los cosenos de los angulo interiores del triangulo con vértices
en (_17 0)7 (_27 1) y (17 4)

Demuestre:
lu+ol* = flu = v]* = 2[ju]l* + 20|
Demuestre: 1 1
(1,0) = Zllu+ vl = Zlju o]
Hallar el angulo entre una de las diagonales de un cubo y una de sus caras.

Los cosenos de direccion de un vector v en el espacio tridimensional son los ntimeros
cosa,cos 3y cosy, en donde «, 3 y v son los angulos entre v y los ejes z,y y z
positivos. Demuestre que si v = (a, b, ¢), entonces

a

cosq = ——
Va2 +b? 4+ c?
Hallar cos § y cos~y

Demuestre que si v es ortogonal a w; y ws, entonces v es ortogonal a kijw; + kowo
para todos los escalares ki y ks.
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31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

Sean u y v vectores diferentes de cero en el espacio bidimensional o en el tridimen-
sional. Si k = |jul| y I = ||v||, demuestre que el vector:

1
= ——(kv+1
W= l( v+ lu)
biseca el angulo entre u y v.
El subespacio de R? generado por los vectores u; = (4/5,0,—3/5) y uy = (0,1,0)
es un plano que pasa por el origen. Exprese w = (1,2, 3) en la forma w = w; + ws,
en donde w; esta en el plano y wy es perpendicular al plano.

Repita el ejercicio anterior con v = (1,1,1) y uy = (2,0, —1).

Suponga que R* tiene el producto euclidiano interior. Exprese w = (—1,2,6,0) en la
forma w = w; +ws, en donde w; estd en el espacio W generado por uy = (—1,0,1,2)
y us = (0,1,0,1), y wy es ortogonal a W.

Aplicar un teorema, para expresar los siguientes polinomios como combinaciones
lineales de los tres polinomios normalizados de Legendre (Ejercicio AII).

a) 14z + 422
b) 2 — Ta?
c) 4+ 3z

Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. Aplique el proceso de Gram-
Schmidt para transformar la base {u1,us} en una base ortonormal.

a) up = (1,-3),us = (2,2)
b) Uy = (1,0),U2 = (3, —5)

Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. Aplique el proceso de Gram-
Schmidt para transformar la base {u,us, u3} en una base ortonormal.

a) up = (1,1,1),us = (=1,1,0),us = (1,2, 1)
b) Uy = (1,0, 0),U2 = (3,7, —2),U3 = (0,4, 1)

Suponga que R* tiene el producto euclidiano interior. aplique el proceso de Gram-
Schmidt para transformar la base {uy, us, uz, us} en una base ortonormal.

u; = (0,2,1,0),us = (1,-1,0,0),us = (1,2,0,—1),us = (1,0,0, 1)
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

Suponga que R? tiene el producto euclidiano interior. Encuentre una base ortonor-
mal para el subespacio generado por (0,1,2),(—1,0,1).

Suponga que R? tiene el producto interior (u,v) = ujv; + 2usvy + 3uzvs. Aplique
el proceso de Gram-Schmidt para transformar

Uy = (1, 1, 1) Uy = (1, 1,0) Uz = (1,0,0)
en una base ortonormal.

Suponga que el espacio vectorial P tiene el producto interior

(p,q) = /_ p(x)q(x)dx

1

Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base estdandar S = {1, z, 22}
en una base ortonormal. (Los polinomios de la base resultante reciben el nombre
de los tres primeros polinomios normalizados de Legendre)

Suponga que P, tiene el producto interior

(p,q) = /0 p(x)q(x)dx

Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base estandar S = {1, z, 2%}
en una base ortonormal.

Sea V' el espacio vectorial de los polinomios f(t) con producto interno

(f.g) = / F()g(t)dt

Aplicar el proceso de Gram-Schmidt al conjunto {1,#,?} para obtener un conjunto
ortogonal { fo, f1, f2} con coeficiente enteros.

Encuentra una base ortonormal para el espacio solucion del sistema:

3131 + 2.T2 + 3ZE3 — Ty =0
21’1 + x5 + 3ZE3 + 31’4 = 0
T + x4 = 0
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Transformaciones Lineales.

Definicion.

Si F:V — W es una funciéon del Espacio Vectorial V' hacia el Espacio Vectorial W,
entonces:

F' es una Transformacién Lineal (T.L.) si:
l. Flu+v)=F(u)+ F(v) YuveV

2. F(ku) =kF(u) Yu €V ytodo escalar k.

Nota.-
Siu eV yV =R" entonces u es de la forma u = (uy, ug, - ,u,) de donde F(u) =
F((uy,ug,- -+ ,uy,)) por simplicidad, nosotros denotaremos de la siguiente manera:
F(u) = F((u17u27 o 7un)) = F(ulau27' te 7un)
Ejemplo.

Sea I : R? — R3 tal que F(z,y) = (z,2 +y,2 — y)

Siu=(z1,1),v = (r2,92) € R?, entonces u +v = (21 + 22,41 + y2) € R?

170



171

De donde:

Fu+v) = F(x1 + 22,91 + y2)
= (z1 + @2, [21 + 2] + [y1 + 2], [T1 + 2] — [y1 + 12])
= (21,21 + Y1, 21 — Y1) + (22,72 + Y2, T2 — Y2)
= F(r1,y1) + F(y1,92)
= F(u) + F(v)
y si k es un escalar, ku = (kzy, ky;) € R?, de donde:

F(ku) = F(k(z1,41))
= F(kxq, ky1)
= (kxy, kxy + kyy, kxy — kyr)
= k(z1, 71 +y1, 71 — Y1)
= kF(xq,x2)
= kF(u)

F es una T.L.

Observacién.

1. SiF:V — W es T.L., Yu,vs € V y para todo escalar kq, ko, se cumple:

F(kﬂ}l + kzvg) = F(lﬁ?)l) + F(kz’l]g)
= k‘lF(Ul) + k’QF(UQ)

2. De manera analoga. Yvy,...,v, € V,Vky, ..., k, escalares, se cumple:

F(kyvy + -+ kyvy) = ki1 F(vy) + -+ -k F(vy)

Ejemplo.
Sea A € My, xn(R)
y
T :R" — R™
r— T(x) = Az

donde = € M, (R)
T es T.L. pues:
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Sea u,v € R™ y k un escalar, por las propiedades matriciales se cumple:

A(u+v) = Au+ Av

y
A(ku) = k(Au)
de donde:
T(u+v)=T(u)+ T(v)
y

T(ku) = kT (u)
T es T.L., llamada transformaciones matriciales.
Ejemplo. (Transformacién cero)
Sean V y W E.V.

T:V-W
v—T(w)=0 YveV

cumple:
» T(u+v)=0=04+0=T(u)+T(v)
» T(ku) =0=Fk-0=FkT(u)
T es T.L.
Ejemplo. (Transformacién Identidad)
Sea V E.V.

TV -V

v T(w) =v
cumple:

» T(u+v)=u+v="T(u)+T(v)

o T(ku) = ku = kT (u)

T es T.L. (Transformacién Identidad sobre V')
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Ejemplo.
Sea V E.V.y k un escalar fijo

T7:V-=V
vi—T(v)=kv

es una T.L.
Notar que:

= Si k> 1, T es una dilatacion de V.

kv.7

/’

» Si0 < k<1, entonces T es una contracciéon de V.

v

KV

Ejemplo.

Sea V' espacio vectorial con producto interior y W S.E. con dimensién finita de V' y
que: S = {wy,...,w,} es una base ortonormal.

Sea:

TV —-W
vi— T(v) = (v,w)w; + -+ (v, W )w,
una funciéon proyeccién ortogonal de V' sobre W.  Veamos su linealidad.
.
T(u+v) = (u+v,w)w + -+ (u+v,w)w,
= (u

;wpwy + (v, w)wy + - -+ (U, we)w, + (v, we)w,
=T(u)+T(v)
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T(ku) = <ku7 w1>w1 +--+ <ku7 wr>wr
= k{u, w)wy + - - + k(u, w)w,

= kT (u)

T es una T.L.

Ejemplo.
Sea V' espacio vectorial con producto interior y vy € V' (fijo).

T:V —-R
v T(v) = (v, 0)

cumple:

T(u+v) = (u+v,vg)
= (u,vg) + (v, v9)
=T (u)+T(v)

T(ku) = (ku, vo)
= k{u,vp)
= kT (u)
o1 es T.L.
Ejemplo.
Sea V =C[0,1] y W S.E. de C[0, 1]
DV —-W
f=D(f)=rf
cumple:

= D(f+g)=(f+g)=[f+3g=D(f)+D(g)
= D(kf) = (kf) =kf =kD(f)
D es T.L.
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Ejemplo.
Sea V = C|[0, 1]
J:V—-R

fHﬂﬂ:Ame

cumple:

J(f+9)=

1

1

o— S— —

1) = [ s
= /01 kf(z)dx

—k
=kJ(f

. Jesuna T.L.

(f +9)(x)dx
[f(x) + g(x)]dz

f(z)dx —|—/0 g(x)dz
= J(f) +J(9)

6.1. Propiedades de T.L. Ntcleo (kernel) e Imagen

Teorema.
SeaT:V — W una T.L.
1. T(0)=0

2. T(—v)=-T(v) YveV
3. T(v—w)=T(w)—T(w) Yo,weV
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Definicién.

Sea T : V — W una T.L.

La imagen de T, definido por:

Im(T)={weW/TWw)=w, JveV}
El nicleo de T definida por:
N(T)={veV/T(v)=0}

Teorema.

Sea T : V — W una T.L.

L. Im(T) S.E.de W (Im(T) < W)

2. N(T)SE.de V (N(T) <V)

Ejemplo.
Sea
T: R - R
(z,y,2) = T(z,y,2) = (z,y,0)

(proyeccién sobre XY)

Es claro que:
Im(T) ={(a,b,0)/Va,b e R} = X XY

para el nicleo

N(T)={(0,0,¢)/Vc e R
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Ejemplo.
Sea T : R?® — R? una T.L. definida por:

es decir:
T(x,y,z) = (—x+y+2z,2—2)

Hallar el nicleo y la imagen de T'.
Solucion.

» N(T)={veRT(v) =0} ={(x,y,2) € R®/T(x,y,2) = (0,0)}
+ vy + 22 =0

de donde: L — 0
0 _
-1 1 2| (x| |0
1 0 —1] |y |0
Escalonando se tiene: ~
T 1
yl =t|—-1
z |1

Asi N(T) = {t(1,~1,1)/t € R} <R3

Observacion.
Notar que dim(N(T)) =1
» Para la Im(T)
Im(T) = {(a,b) € R*/I(z,y,2) € R*AT(z,y, 2) = (a,b)}

es decir queremos calcular (a,b) € R? tal que:
11 271% Ja
1o 1| |7 T |

z

-1 1 2 a
1 0 -1 b
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equivalente a:
1 0 -1 b
01 1 a+bd
el sistema tiene infinitas soluciones.

Im(T) = R?

Teorema.

Sea T : V — W una T.L.
T es inyectiva, si y sélo si N(T') = {0}

6.2. Teorema de la dimension.

Teorema.

Sea V' de dimensién finita y sea T': V' — W una T.L.
Entonces:
dim (V') = dim(N(T)) + dim(Im(W))
Observacién.

Sea T : V — W una T.L.  Se define el rango de T" como la dimensién de su imagen
y la nulidad de T como la dimensién de su ntcleo.

i.e. rango T = dim(Im(T))
Nulidad T' = dim(N(T))
De donde el anterior teorema, se tiene:
rangoT + NulidadT = dim(V')
Ejemplo.
Sea T : R* — R3 la aplicacién lineal (T.L.) definida por:
T(x,y,z,t)=(x—y+z+t,x+2z—t,x+y—+3z—3t)

1. Hallar una base y la dimensién de la imagen de T'.

Solucion.-
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Hallaremos la imagen de los vectores de la base usual de R*

T(1,0,0,0) = (1,1,1)
7(0,1,0,0) = (—1,0,1)
T(0,0,1,0) = (1,2,3)
7(0,0,0,1) = (1, —1,—3)

de donde los vectores imagen generan Im(7") por esa razén construiremos la matriz
cuyas filas son estos vectores imagen.

1 1 1
-1 0 1
1 2 3
1 -1 -3
equivalente a:
1 11
01 2
0 0O
0 0O

Asi (1,1,1) y (0,1,2) es una base de Im(T)
dim(Im(T)) =2
6rango T' =2

. Hallar una base y la dimensién del nicleo de T'.
Solucion.-

Para el nucleo:

N(T)={v/T(v) =0,Yv e V}

1e.
T(x,y,z1t)=1(0,0,0)
entonces:
(r—y+z+t,x+22—t,x+y+32—3t)=(0,0,0)
1 11 171/ 0
matricialmente se tiene: |1 0 2 -1 :Z =10
1 1 3 -3 ; 0
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1 -1 1 17" 0
resolviendo se tiene: [0 1 1 -2 ‘Z =10
0 0 0 O ; 0

de donde:

r—y+z+t=0
y+2z2—2t=0

entonces, si: z = p,t = ¢, entonces r = q — 2p,y = 2q — p

De donde:
(Q?, Y, z, t) = p<_27 _17 17 O) + q<17 27 07 1)
Asi
dim(N(T)) = 2
o}

Nulidad(T) = 2
vy {(-2,-1,1,0),(1,2,0,1) es una base de N(T)

Observacién.

Note que se cumple el teorema de la dimension:

rango(T) + Nulidad(T) = 2 + 2 = 4 = dim(R*)

Representacion Matricial.

Sea

T:V W

tal que dim (V') = n,dim(W) =my B base de V' y B’ base de W.

Entonces Yz € V| se tiene; la matriz de coordenadas [z]p € R™ y la matriz de coorde-

nadas [T'(z)|p € R™

De donde el proceso de aplicar x en T'(x), la T.L. T" “genera” una aplicacién:

T R" — R™
[zl — [T(z)]5
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T’ siempre es una T.L., de donde se tiene:

Si se conoce A, T'(x) se puede calcular en tres pasos (indirecto).
1. Calcular la matriz de coordenadas.
2. Multiplicar [z]g por A al lado izquierdo, para obtener [T'(x)p].
3. Reconstruir T'(z) a partir de su matriz de coordenadas [T'(x)]p

_—
x directo T(z)

ol ]

Nota.
El procedimiento indirecto es importante; pues:

» Es facil manipular las T.L. en computadora.

» Es tedrica, con importantes consecuencias practicas.

Observacion.
matriz de T
con respecto . . .
A4 = a las bases [[T(ul)]B’]:[T(W)]B“'":[T<Un)]B/]

By B

donde B = (uq,us, ..., u,) es base de V.

Ejemplo.

Sea

una transformacion lineal.
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Encuentrese la matriz para 71" con respecto a las bases
/! !/ / /
B = {ui,us}, B" = {uy, uy, uz}

en donde:
uw =1, us==c
! ! /2
uy =1, uy=w, uz=ux

Solucion.-
Encontremos las imagenes con respecto a la base B.

Tu)=T1)=z-1=x

T(uy) =T(z) =2 -2 = 2°

por simple observacién, se tiene las matrices de coordenadas con relacién a B’

[T(u1)]pr = |1

[T(u2)|pr = |0

o
I
—
=
g
W
N~
—
<
N
El
I
O = O
_ o O

Ejemplo.

Si x =1 —2z. Hallar T'(x) por el procedimiento indirecto.
Solucion.-
Por simple observacion, la matriz de coordenadas de x con respecto a B es:

de donde:
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Ast:
T(x)=0-uy+1 -uy—2-u
=0-141-2—2-22
= — 222
Prueba.

Haremos la prueba mediante el calculo directo

T(x)=T(1 - 2x)
=z(1 —2x)
=g — 22°

Observacién.

SiV =W, entonces T : V — V es T.L., es comin tomar B = B’ al construir una
matriz de 7.

La matriz resultante se conoce como matriz de 7' con respecto a la base B.

Ejemplo.

Sea

T: R> — R?
T T 1+ To
— T =
() -

Hallar la matriz de T' con respecto a la base B = { [1] , [1] }

1 2
Solucion.-
Sea
1 1
o]
de donde: -
2
T(Ul) = 9 :2U1
y _
3
T(UQ) == 6 :?)UQ

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



6.4. PROBLEMAS PROPUESTOS 184

de donde: .
Tl = |
y -
(T ()]s = |,

Asi, la matriz de T con respecto a B es:
2 0
=103
6.4. PROBLEMAS PROPUESTOS

Introduccién a las Transformaciones Lineales.

En los siguientes 8 ejercicios se da una férmula para una funcién F : R? — R2. En
cada ejercicio, determine si F' es una transformacion lineal.

1. F(x,y) = (2z,y)
2. F(z,y) = (2%y)
3. F(z,y) = (y,2)
4. F(z,y) = (0,y)
5. F(z,y) = (z,y + 1)
6. F(x,y) = 2x+y,z—vy)
7. F(z,y) = (y,y)
)

En los siguientes 4 ejercicios, se da una férmula para una funcién F : R® — R2. En
cada ejercicio, determine si F' es una transformacién lineal.

9. F(z,y,2) = (z,x +y+2)
10. F(z,y,z) = (0,0)
11. F(x,y,2) = (1,1)

Prestigio, Disciplina y Mejores Oportunidades



6.4. PROBLEMAS PROPUESTOS 185

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

F(z,y,2) = (2x 4+ y,3y — 42)

En los siguientes 4 ejercicios, se da una féormula para una funcién F : My(R) — R.
En cada ejercicio, determine si F' es lineal.

.
F(_C d_)—a~|—d

(@ 0] a b
Rl )=

c d
.
F( >:2a+3b—|—c—d
_C d_

(o b 9 9
F(_c d_)—a +b

En los siguientes 4 ejercicios, se da una férmula para una funcion F : P, — P,. En
cada ejercicio, determine si F' es lineal.

%) =ag + (a1 + as)x + (2a9 — 3ay)x?

F(ap + a1 + asx?®) =
Flag + a1z + asx?) = ag + a1 (x + 1) + as(x + 1)?
F(ag + ayx + ax?) = 0

F(ap + a1z + asx?) = (ap + 1) + ayz + asz?

Sea F' : R? — R? la funcién que aplica cada punto del plano hacia su reflexién
respecto al eje y. Halle una férmula para F' y demuestre que F' es un operador
lineal sobre R?

Sea B una matriz fija de 2 x 3. Demuestre que la funcién T': My(K) — Ma3(K)
definida por T'(A) = AB es una transformacién lineal.

Sea T : R? — R? una transformacién matricial y supéngase que

(o) =0 (o) - B #(p])- 1]

a) Halle la matriz

1
b) Halle T( 3 )
8
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

x
c¢) Encuentre T( Yy )

z
Sea T : R?* — W la proyeccién ortogonal de R? sobre el plano zz, W

a) Halle una formula para 7.
b) Halle T'(2,7,—1)

Sea T : R?® — W la proyeccién ortogonal de R? sobre el plano W que tiene la
ecuacion r +y + z = 0.

a) Halle una férmula para T
b) Halle T'(3,8,4)

Probar que existe una transformacién lineal F': R? — R? tal que F'(1,1) = (=5, 3)
y F(—1,1) = (5,2). Para dicha F, determinar F'(5,3) y F(—1,2).

¢ Existird una transformacién lineal F': R* — R? tal que F'(1,1) = (2,6), F(—1,1) =
(2,1) y F(2,7) = (5,3)7

Sean F,G : R? — R? transformaciones lineales tales que
F(1,0,1) = (1,2,1), F(2,1,0) = (2,1,0), F(~1,0,0) = (1,2,1),
G(1,1,1) = (1,1,0), G(3,2,1) = (0,0,1), G(2,2,—1) = (3,~1,2)
Determinar si F' = G.

Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal F' : R® — R3
que satisfaga que F(1,—1,1) = (2,a,—1), F(1,-1,2) = (a?,—1,1) y F(1,-1,-2) =
(57 _17 _7)

Pruebe que si T : V. — W es una transformacién lineal, entonces T'(u — v) =
T'(u) — T'(v) para todos los vectores u y v en V.

Sea [v1, Vg, ..., v,| una base para un espacio vectorial V' y supéngase que T : V. — W
es una transformacién lineal. Demuestre que si T'(v1) = v3 = T(vg) = vg = ... =
T'(v,) = 0, entonces T es la transformacion cero.

Sea [v1, Vg, ..., v,] una base para un espacio vectorial V' y supéngase que T : V — V
es una transformacién lineal. Demuestre que si T'(vi) = v = T(vg) = vg = ... =
T(v,) = vy, entonces T' es la transformacién identidad sobre V.
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Propiedades de las Transformaciones Lineales.

1. Sea T : R? — R? la multiplicacién por

0 (1)

2 -1
-8 4

;Cuéles de las siguientes matrices estan en I'm(7)?

)

2. Sea T : R? — R? la transformacién lineal del anterior ejercicio. ;Cudles de las

siguientes matrices estan en N(71)7

) ()

3. Sea T : R* — R? la multiplicacién por

4 1
2 1
6 0

;Cuéles de las siguientes matrices estan en I'm(7)?

a)

S W= OO o

-2
1
-9

-3
—4
9
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c) |4
1

4. Sea T : R* — R? la transformacién lineal del ejercicio anterior. ;Cudles de las
siguientes matrices estdan en N(7")7

5. Sea T : P, — Py la transformacién lineal definida por T'(P(z)) = xP(z). {Cudles
de los polinomios siguientes estdn en N(T')?

¢c) 1+ux

6. Sea T' : P, — P5 la transformacién lineal del ejercicio anterior. ;Cudles de los
siguientes polinomios estan en I'm(7')?

a) r+ 2?
b) 1+=z
c) 3—a?

7. Sea V cualquier espacio vectorial y supongase que T' : V. — V estd definida por
T(v) =3v

a) ;Cuél es el nicleo de T7

b) ;Cuédl es la imagen de T

8. Halle el rango y la nulidad de la transformacién lineal del ejercicio 5.
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10.

11.

12.

Considérese la base S = {vy, vy, v3} para R? en donde v; = (1,2,3),v5 = (2,5,3) y
vy = (1,0,10). Encuentre una férmula para la transformacién lineal 7' : R? — R?
para la que T'(vy) = (1,0),T'(v2) = (1,0) y T'(v3) = (0,1). Hallar 7°(1,1,1)

Hallar la transformacién lineal T : Py — P parala que T(1) = 1+, T(z) = 3 — 22
y T(2?) = 4+ 2z — 322 Hallar T'(2 — 2x + 32?)

En cada inciso utilice la informacién dada a fin de encontrar la nulidad de T'.
a) T :R®> — R7 tiene rango 3.
b)

¢) La imagen de T': R® — R? es R3.

d) T : My(K) — My(K) tiene rango 3.

T : Py — P; tiene rango 1.

Sea A una matriz de 7 x 6 tal que AX = 0 tiene tnicamente la solucién trivial y
supéngase que T : RS — R” es la multiplicacién por A. Halle el rango y la nulidad
de T.

En los siguientes 4 ejercicios, sea T la multiplicacién por la matriz que se da. Halle:

17.

a) Una base para la imagen de T.
b) Una base para el nicleo de T.
c) El rango y la nulidad de T'.

1 -1 3

5 6 —4

7T 4 2

2 0 -1

4 0 =2

00 O

4 1 5 2

1 2 30
1 4 5 0 9
3 =2 1 0 -1
-1 0 -1 0 -1
2 3 5 1 8

Sea T : V' — V un operador lineal sobre un espacio vectorial V' de dimension finita.
Pruebe que Im(T) =V siy sélo si N(T') = {0}.
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18. Sea D : Py — P; la transformacién derivacién D(p) = p’. Describa el nicleo de D.

19. Sea J : P, — R la transformacién integracién J(p) = fjlp(x)dx. Describa el
nucleo de J.

Representaciéon Matricial.
1. Sea T : P, — P; la transformacion lineal definida por
T(ag+ arx + asx?) = (ag + a1) — (2a; + 3ay)x
Halle la matriz de T, con respecto a las bases estandar para P, y P;

2. Sea T : R? — R? definida por

1+ 29
(5=
T2 0

a) Encuentre la matriz de T con respecto a las bases B = {uj,us} y B’ =
{v1,v9,v3}, en donde
X o 1 2 3
U1:3 U = 4 V1 = 1 Vo = 2 V3 = 0
1 0 0

b) Use la matriz obtenida en (a) con el fin de calcular

8
()
3. Sea T : R?* — R? definida por

1 r1 — T2
T ) = | T2 — I
€3 xr1 — T3

a) Halle la matriz de T' con respecto a la base B = {v1, v, v3}, en donde

1 0 1
V1 = 0 Vo = 1 V3 = 1
1 1 0
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b) Use la matriz obtenida en (a) para calcular

/()

. Sea T : P, — P, la transformacién lineal definida por T'(p(z)) = 2?p(z).

a) Halle la matriz de T' con respecto a las bases B = {pi1,p2,p3}, done p; =
1422, py =1+2x+ 322 p3 =4+ 5z + 2% y B’ es la base estdndar para Pj.

b) Use la matriz obtenida en (a) para calcular T'(—3 + 5z — 22?%)

1 -1
. Sean v; = (3) y Uy = ( 4 ), y suponga que

1= (%)

es la matriz de T : R?* — R? con respecto a la base B = {vy, va}.

a) Halle [T'(v))]|g v [T(v2)]5
b) Encuentre T'(vq) y T'(v2)

o e (|1

3 =210
.Sea A= |1 6 2 1] lamatrizde T : R* — R3? con respecto a las bases
-3 0 71
B = {vy,v9,v3,04} vy B' = {wy, ws, w3}, en donde
0 2 1 6
— 1 y 1 e — 4 oy — 9
! 1 | -1 5 ~1 T4
1 -1 2 2
0 —7 —6
w1 = 8 W9 = 8 Ws 9
8 1 1

a) Halle [T'(v1)]s, [T (v2)] 5, [T(vs)lz v [T (va)] 5
b) Encuentre T'(vq),T(v2), T (v3) y T(vy).
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)

S O NN

c) Halle T(
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Valores y Vectores Caracteristicos.

7.1. Valores Propios (Figen valores)
y Vectores Propios. (FEigen vectores)

En muchos problemas de ciencias y matematicas, se da un operador lineal
T:V -V
y es importante determinar aquellos escalares A para los cuales la ecuacién
T(x) = Az
tenga soluciones diferentes de cero.
Definicion.
Sea A € M, (K).

Se dice que un vector diferente de cero x € R™ es un vector propio de A si:
Ax = Mz
para algin A escalar.

El escalar A se denomina valor propio de A y se dice que x es un vector propio
correspondiente a .
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Ejemplo.

El vector z = B

} es un vector propio de

A= 4

Correspondiente al valor propio A = 3, pues
3 0|1 3
a=[3 AL =[] -

» Los vectores propios y valores propios su interpretacién geométrica en R? y R? es:

Observacién.

A
. hr=Ax x
‘ T
X
AMr=Ax
Ar=Ax
SiA>1 si0< A<l siA<O0
Dilatacion Contraccion Inversién de la direccion

= Para encontrar los valores propios de una matriz A de n x n, se sigue:

Axr = Az
Azx = Nz
(M —A)x=0

Para que A sea un valor propio, debe de haber una solucion diferente de cero de esta
ecuacion.

Sin embargo, tendra soluciones diferentes de cero si y sélo si:

det(A\[ — A) =0
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Esto se conoce como ecuacion caracteristica de A.
Los escalares que satisfacen esta ecuacién son los valores propios de A.
Cuando se desarrolla el determinante
det(A — A)
es un polinomio en A conocido como polinomio caracteristico de A.

Ejemplo.

Encuentre los valores propios de la matriz

3 2

a=[4 7]
Solucion.
Como:

R T B S PR

el polinomio caracteristico de A es:

det(A] — A) = ’Af) ;2’ — A 3A 12
y la ecuacion caracteristica de A es:
A —3A+2=0
cuya solucion es:
A=1, A=2

que son los valores propios de A.

Ejemplo.

Hallar los valores propios de la matriz

donde A € My(R)

Solucion.
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Como:
A+2 1

-5 A-=2

Los valores propios de A deben satisfacer la ecuacion:

det()\I—A):‘ ‘:A2+1

N +1=0

pero esta ecuacion cuadratica tiene como solucion a los niimeros imaginarios

Como A tiene entradas reales, entonces A no tiene valores propios.

Ejemplo.

Hallar los valores propios de:

—17
Solucion.
Como
A—1 0
detM —A) =10 X =1 |=X-8)\4+17\—-4
—4 17 A-38

los valores propios deben de satisfacer la ecuacién caracteristica
A =8N+ 1TA—4=0

Resolviendo, se tiene:
A=\ —4r+1)=0

M—4=0 N—-4\+1=0
A=4 A==£V3
Asi los valores propios son:

A=4, A=2+V3, A=2-V3

El siguiente teorema, resume todos los resultados obtenidos hasta ahora.
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Teorema.

Sea A € M, (R)

Las siguientes proposiciones son equivalentes
1. X es un valor propio de A.

2. El sistema de ecuaciones
(M—-A)X=0

tiene soluciones no triviales.
3. Ir e R 2 #£0/Ax = \x
4. X es una solucion real de la ecuacidén caracteristica

det(\l — A) =0

Ahora que se ha visto como se encuentra los valores propios, se considerara el problema

de encontrar los vectores propios.

Los vectores propios de A correspondiente a un valor propio A\ son los vectores dife-

rentes de cero que satisfacen
Ar = \x

También se puede decir que los vectores propios correspondientes a A son los vectores

diferentes de cero en el espacio de soluciones

(M —A)z=0

A este espacio de soluciones se le conoce como espacio propio (eigen espacio) de A

correspondiente a A

Ejemplo.

Hallar la base para el espacio propio de:

3 =20
A=|-2 3 0
0 0 5
Solucion.
El polinomio caracteristico de A es:
(A=1)(A—=5)?
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y la ecuacion caracteristica de A es:
A—=1)(A=5)*=0

de donde los valores propios de A es:

A=1 A=5
I
sea X = |x9| un vector propio de A correspondiente a A si, y sélo si X es una solucion
T3
no trivial de:
(M—-A)X=0

ie. _
A—3 2 0 1
2 A—3 0 To| =
0 0 A—D5 x3

o O O
>

si A =5, (%) se tiene:
0 _.ﬁlfl 0
0 To| = 0
0 0

xs3

resolviendo se tiene:
r1 =-S5, x9=358, 3=t Vs, teR

Asi, los vectores propios de A correspondiente a A = 5 (vectores diferente de cero) son:

—S -1 0
X=]|s|=s|1/|+t]0
t 0 1

alavez (—1,1,0) y (0,0,1) son base para espacio propio correspondiente a A = 5.
Si A =1, (%) se tiene:

N
|
N
o
8
[N}
I

o oo

resolviendo, se tiene:
$1:t, $2:t, $3:0 Vit eR

los vectores propios correspondientes a A = 1 son:
X =1t(1,1,0) VvteR

de donde (1,1,0) es una base para el espacio propio correspondiente a A = 1.
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Ejemplo.

Hallar los valores propios y bases para los espacios propios de operador lineal
T: P2 — P2
(a+ bx + cx®) — T(a + bx + cx?) = (3a — 2b) + (—2a + 3b)x + (5c)z?
Solucion.
La matriz de T con respecto a la base estandar B = {1, , 2%} es:

3 =20
A=1-2 3 0
0 0 5

de donde, el espacio propio de A correspondiente a A = 5 tiene la base {uj,us} v el
correspondiente a A = 1 tiene la base {us}, donde:

-1 0 1
uy = 1 , Uz = 0 , Uz = 1
0 1 0

Estas matrices (vectores) son las matrices de coordenadas con respecto a B de:
lwlp=—-1+z [us] g = 2° [uslp =1+

Asi {—1 + x,2?} es una base para el espacio propio de T correspondiente a A = 5, y
{1+ x} es una base para el espacio propio correspondiente a A = 1.

Nota.

Si V' es un espacio de dimension finita y A es la matriz de T con respecto a cualquier
base B, entonces:

1. Los valores propios de T' son los valores propios de la matriz A.

2. Un vector z es un vector propio de T correspondiente a A si y sélo si su matriz de
coordenadas [z]|p es un vector propio de A correspondiente a .
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7.2. Diagonalizacion.

Se tiene los siguientes problemas:

Problema 1. (Forma matricial) Dada una matriz cuadrada A, jexiste una matriz
inversible P tal que P~'AP sea diagonal?

Problema 2. (Forma matrical) Dada una matriz cuadrada A, jhay una matriz orto-
gonal P tal que P~'AP(= PTAP) sea diagonal?

Para dar respuesta a estos problemas, se tiene:

Definicién.

SE dice que una matriz cuadrada A es diagonalizable si existe una matriz invertible
P tal que P~1AP sea diagonal.
Observacioén.

Si existe P tal que P71AP sea diagonal, se dice que P diagonaliza a A.

Teorema.

Sea A € M, (R)
Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. A es diagonalizable.

2. A tiene n vectores propios L.I.

Observacion.
Pasos para diagonalizar una matriz diagonalizable A de n x n

Paso 1. Se halla n vectores propios L.I. de A, sea los n vectores propio de A:
P1,D2; -+ Pn-

Paso 2. Se forma la matriz P que tenga a py, ps, ..., P, cOMO sus vectores columna.

Paso 3. Entonces P7'AP sera matriz diagonal con \j,...,\, como sus elementos
sucesivos en la diagonal, en donde A; es el valor propio correspondiente a p;; ¢t =1,...,n.
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Ejemplo.

Hallar una matriz P que diagonalize a

3 =20
A=|-2 3 0
0 0 5

Solucion.
Recordemos que los valores propios de A son A\=1y A =5.
Y los vectores

-1 0
p1= 1 , D2 = 0
0 1

forman una base para el espacio propio que corresponde a A =5y
1
p3= |1
0

es una base para el espacio propio correspondiente a A = 1.

Es facil ver que {p1,p2,ps} es L.I., de donde:

-1 0 1
P=1|1 01
0 1
diagonaliza a A.
Prueba.
-3 2 0] [3 -2 0][-101
P'AP=10 0 1] |-2 3 0 1 0 1| =
200 0 5[0 10
Observacién.

No existe preferencia alguna con respecto al orden de las columnas para P.

S O Ot

o ot O
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Ejemplo.
La ecuacién caracteristica de
A= -3 2
=21
es
A +3 =2 2
det()J—A)_’ 5 )\_1‘—()\—1—1) =0
de donde A = —1 es el unico valor propio de A.
Los vectores propios correspondientes a A = —1 son las soluciones de
(-1 -A)X =0
es decir

21’1 - 21‘2 =0
21‘1 — 21’2 =0

cuyas soluciones son
r1 =1, xy=1 vVt e R

) =b] e

y el espacio propio es:

es un espacio unidimensional, entonces A no tiene dos vectores propios L.I.

A no es diagonalizable.

Ejemplo.
Sea T : R?* — R?® un operador lineal.

Tal que T(z1,x9,x3) = (321 — 229, —221 + 39, 5x3)

Hallar una base para R3 con relacién a la cual la matriz de T sea diagonal.

Solucion.
Sea B = {ey, €9, €3} la base estandar para R3, entonces:
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donde la matriz estandar para 7' es:

3 =20
A=1-2 3 0
0 0 5

para cambiar la base estdndar hacia una nueva base B = {u, u}, us} para obtener una
matriz diagonal A" para T.

Hacemos que P sea la matriz de transicién de la base desconocida B’ hacia la base
estandar B.

De donde A y A’ estaran relacionadas por medio de:

A =P AP
es decir la matriz de transicion P diagonaliza a A.
Vimos que:
-1 0 1 5 0 0
P=11 01| y A=10 50
0 10 00 1

Como P representa la matriz de transicién de la base B' = {u),u), u5} hacia la base

estandar B = {ey, €9, €3}, las columnas de P son; [u)]g, [uy]p v [us]p donde:

—1 0 1
wilp= |11, [us= 1|0, Jfus]p= |1
0 1 0

entonces:

uy = (—1)er + (1)ea + (0)es ( 1,1,0)
uy = (0)er + (0)eg + (1)ez = (0,0, 1)
uy = (L)er + (1)eg + (0)ez = (1,1,0)

donde {u},ub, us} son vectores base que producen la matriz diagonal A’ para T

Observacion.

Por el momento, sélo se ha desarrollado técnicas para diagonalizar una matriz diago-
nalizable.

La pregunta ahora es:
;,Cuando una matriz cuadrada es diagonalizable?

Para dar respuesta a ello, se tomara énfasis en los siguientes teoremas:
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Teorema.

Si v, ..., v, son vectores propios de A correspondiente a los valores propios distintos
A1y -y Ak, entonces {vy, ..., vy es un conjunto L.I.

Teorema.

Si una matriz A de n xn tiene n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

Ejemplo.

Se observo que:

N

I
o w N
oo
s o o

tiene tres valores propios
A =4, A=2+V3, A=2-3
A es diagonalizable.

Ademas
4 0 0

PlAP =0 2+/3 0
0 0 2 -3

para alguna matriz inversible P.
Ejemplo.
Sea A de n x n.

Si A es diagonalizable, entonces no se cumple que A tenga n valores propios distintos.

30
=[5 3
la ecuacién caracteristica de A es
det(\ — A) = (A —3)*=0

de donde A = 3 es el tnico valor propio de A.

Por ejemplo, si

Es obvio que A es diagonalizable, pues si P = I, entonces:

s A [300
P AP_A_{O 3}
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7.3. Diagonalizacion Ortogonal; Matrices simétricas.

Definicion.

Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonalmente diagonalizable si existe
una matriz ortogonal P tal que P~'AP(= PT AP) sea diagonal; se dice que la matriz P
diagonaliza ortogonalmente a A.

Teorema.
Si A € M, (R) las proposiciones son equivalentes:
1. A es ortogonalmente diagonalizable.

2. A tiene un conjunto ortonormal de n vectores propios.

Teorema.
Sea A € M,(R).
Las proposiciones siguientes son equivalentes:
1. A es ortogonalmente diagonalizable.

2. A es simétrica (A = AT)

Ejemplo.
La matriz
1 —4 5
A=|(—-4 7 0
5 0 -2
es simétrica.
Pues A = AT
Teorema.

Si A es una matriz simétrica, entonces los vectores propios de espacios propios dife-
rentes son ortogonales.

Observacién.

Como consecuencia de este teorema, se tiene el procedimiento para diagonalizar orto-
gonalmente una matriz simétrica.
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Paso 1.

Hallar una base para cada espacio propio de A.

Paso 1I.

Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a cada una de estas bases a fin de obtener una
base ortonormal para cada espacio propio.

Paso III.

Foérmese la matriz P cuyas columnas sean los vectores base construidas en el paso II;
esta matriz diagonaliza ortogonalmente a A.

Ejemplo.

Hallar una matriz ortogonal P que diagonalice a

Solucion.
La ecuacién caracteristica de A es:

detA ] —A)= | =2 A—4 -2

Asi los valores propios de A son:

Para A\ =2
—1 -1
up = | 1 | yus= | 0 | es una base para el espacio propio correspondiente a A = 2
0 1

Aplicando el proceso de Gram - Schimdt en {u;, us} y normalizando se tiene:

— 1 1 _ 1 1 2
U1 = <_7§7 7570) Yy U2 = (_767_767 76)
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Para A\ =8
Se tiene u; = (1,1,1) que es base para el espacio propio correspondiente a A = 8.

Aplicando el proceso de Gram - Schmidt y normalizando se tiene:

1 1 1
w= (7w v

Ahora utilizando v1, vy y v3 como vectores columna, se tiene:

1 1 1

V2 NGEVE)

p—| L L I
O % &

La cual diagonaliza ortogonalmente a A.

7.4. PROBLEMAS PROPUESTOS.

Valores y Vectores Propios.

1. Encuentre las ecuaciones caracteristicas de las matrices siguientes:

) (3 5)

2. Hallar los valores propios de las matrices el ejercicio [II

3. Hallar las bases para los espacios propios de las matrices del ejercicio [l
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4. En cada inciso del ejercicio[I], sea 7" : R? — R? la multiplicacién por la matriz dada.
En cada caso, haga un esquema de las rectas en R? que se aplican sobre si mismas

bajo T

5. Hallar las ecuaciones caracteristicas de las matrices siguientes:

4 01
a) |-2 1 0
-2 01
3 0 =5
B (15 -1 0
1 1 =2
-2 0 1
o) [ =6 —2 0
19 5 -4
-1 0 1
) [-1 3 o
-4 13 -1
5 01
e) |1 10
-7 10
5 6 2
A lo -1 —s
1 0 =2

6. Hallar los valores propios de las matrices del ejercicio
7. Encuentre bases para los espacios propios de las matrices del ejercicio

8. Hallar las ecuaciones caracteristica de las matrices siguientes:

00 2 0
)1010
“ 1o 1 =2 0

00 0 1

10 =9 0 0

4 -2 0 0
Dlo o 2 _7

0 0 1 2
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

Hallar los valores propios de las matrices del ejercicio 8.
Suponga que 1" : P, — P5 se define por medio de
T(ag+ arx + asx?) = (5ag + 6a1 + 2as) — (ay + 8az)x + (ag — 2as)2?

a) Hallar los valores propios de 7.

b) Encuentre bases para los espacios propios de 7.

Suponga que T : My — Msy se define por medio de

()= b ]

a) Hallar los valores propios de 7.

b) Encuentre bases para los espacios propios de 7.
Pruebe que A = 0 es un valor propio de una matriz A si y sélo si A no es inversible.

Demuestre que el término constante que se encuentra en el polinomio caracteristico
de una matriz A de n x n es (—1)"det(A). (Sugerencia. El término constante es
el valor del polinomio caracteristico cuando A = 0.)

La traza de una matriz cuadrada A es la suma de los elementos que estan en la
diagonal principal. Demuestre que la ecuacién caracteristica de una matriz A de
2x2es A2 —tr(A) + det(A) = 0, en donde tr(A) es la traza de A.

Demuestre que los valores propios de una matriz triangular son los elementos que
se encuentran en la diagonal principal.

Demuestre que si A es un valor propio de A, entonces A\? es un valor propio de A?:
de modo mas general, demuestre que A" es un valor propio de A", si n es un entero
positivo.

Aplicar los resultados de los ejercicios [[5 y [I6] para hallar los valores propios de A?,
en donde

1 3 7 11
0 -1 3 8
A=10 o 2 4
00 0 2

Sea A un valor propio de un operador lineal T': V' — V. Pruebe que los vectores
propios de T correspondiente a A son los vectores diferente de cero del nicleo de
A -=T.
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19.

20.

21.

22.

23.

Demuestre que si 0 < 6 < 7, entonces

cos —senb
senf cosf

no tiene valores propios y, como consecuencia, no tiene vectores propios.

Hallar los valores propios de
0 1 0
A=10 0 1
k3 —3k* 3k
Demuestre que si b # 0, entonces
a b
=05

no es diagonalizable.

El Teorema de Cayley-Hamilton, afirma que una matriz cuadrada A satisface
su ecuacion caracteristica; es decir, si

ot A+ 2+ -+, A" =0
es la ecuaciéon caracteristica, entonces
col + 1A+ A2+ -+, A" =0

verifique este resultado para:

3 6
a)A:_12

[0 1 0
by A=10 0 1

1 -3 3

El Teorema de Cayley-Hamilton proporciona un método para calcular potencias de
una matriz. Por ejemplo, si A es una matriz de 2 x 2, con ecuacion caracteristica

co+eaA+ A =0
entonces col + c; A+ A2 =0, de modo que

A2 = —ClA — C()I
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Al multiplicar todo por A da A3 = —c; A? — ¢y A, lo cual expresa A% en términos
de A% y A, y al multiplicar todo por A? se obtiene A* = —c¢; A® — ¢y A%, que expre-
sa A* en términos de A% y A?. Continuando de esta manera, se pueden calcular
las potencias sucesivas de A, expresandolas simplemente en términos de potencias
inferiores. Utilice este procedimiento para calcular

A2, A37 A4 y A5

i

24. Use el método del ejercicio 23 para calcular A3 y A% si

para

0 1 0
A=|(0 0 1
1 -3 3

Diagonalizacién.

1. Demuestre que las siguientes matrices no son diagonalizables.

o (3 9)

2. Hallar una matriz P que diagonalice a A y determine P~tAP

—14 12
a) A= (—20 17)
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2 0 -2
d) A=[0 3 0
00 3

3. Determine si A es diagonalizable. Si lo es, halle una matriz P que diagonalice a A
y determine P~1AP

19 -9 —6
a) A= 25 —11 -9
17 -9 —4
1 4 -2
b) A=|-3 4 0
31 3
50 0
c) A={15 0
015
000
d) A= [0 0 0
30 1
2 0 00
0 -2 0 0
A=y o 30
0 1 3
2 0 0 0
0 -2 5 —5
DA=149 o 3 o
0 0 0 3

4. Sea T : R?* — R? un operador lineal dado por
() - [z
T =
i) 2$1 + o
Hallar una base para R? con relacién a la cual la matriz de T sea diagonal.
5. Sea T : R?® — R3 un operador lineal dado por
T 21’1 — Ty — T3
T( T2 ) = Ty — X3
T3 —T1 + T3 + 223

Hallar una base para R? con relacién a la cual la matriz de T sea diagonal.
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6. Sea T : P, — P, el operador lineal definido por
T(ag + a1x) = ag + (6ag — a1)x
Hallar una base para P; con respecto a la cual la matriz para T' sea diagonal.

7. Sea A una matriz de n X n y P una matriz inversible de n x n. Demuestre que:

a) (P-1AP)2 — P-LA?P.
b) (P~1AP)* = P~1A¥P (k es un entero positivo).

8. Use los resultados del ejercicio [7] para ayudarse a calcular A'°, en donde

1=

(Sugerencia. Halle la matriz P que diagonalice a A y calcule (P~*AP)¥.)
9. Sea ;
4=

Demuestre que:

a) A es diagonalizable si (a — d)? + 4bc > 0
b) A no es diagonalizable si (a — d)* + 4bc < 0

g

a) dos valores propios si (a — d)? + 4bc > 0

10. Demuestre que

tiene

b) un valor propio si (a — d)? + 4bc = 0
¢) ningtin valor propio si (a — d)? + 4bc < 0

Diagonalizacion ortogonal; Matrices simétricas.

1. Hallar una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A y determine P~1AP.
31
a) A= {1 3]
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5 3V3

[—7 24
C)A—_24 7}

2 0 —36
d)A=]0 -3 0

|36 0 —23

[1 1 0
e) A=[11 0

0 0 0

9 -1 —1
flA=|-1 2 -1

-1 -1 2

310 0

1300
9DA=10 00 0

0000

5 -2 0 0

2 2 0 0
hyA=10 o 5 9

0 0 -2 2

2. Hallar una matriz que diagonaliza ortogonalmente a

]

en donde b # 0.
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